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Infoblts

Principiul lui Dirichlet (cutiei)
conf.univ.dr. Doru Popescu Anastasiu, Slatina

Principiul lui Dirichlet (intalnit si sub denumirea de principiul cutiei) are
urmatorul enunt:

Se considera n+1 obiecte si n cutii. Dorim sa punem in cutii toate obiectele, astfel sigur
va exista o cutie care sa contina cel putin doua obiecte.

Probleme propuse

1. Se dau doui numere naturale a si b prime intre ele. S se determine n<b, astfel ca a"-1
sa se divida prin b.

Exemplu
Pentru a=2 si b=5, avem: n=4.

Indicatie
Din faptul ca a si b sunt prime intre ele, rezulté cd a, a, ..., a° nu se divid cu b. Atunci
resturile ce se obtin impartind numere a, a’, ..., a" la b sunt din multimea: {1, 2, ..., b- 1}

D1n Principiul lui Dirichlet rezulta ca exista k sil (k>l) naturale nenule, k,I<b, astfel ca a“
si a' sa dea acelasi rest la impartirea prin b. Rezulta a (a -1) se divide prm b si cum a sib
sunt prime intre ele (pentru ca a si b sunt prime intre ele), obtinem ca a“- 1 se divide la b.

2. Se da o multime A={a[1],a[2],...,a[n]}, cu elemente numere reale (1<n<5000). Se
cere sa se determine o submultime B a lui A, nevidd cu proprietatea ca partea
fractionara a sumei elementelor lui B este strict mai mica decat 1/n.

Date de intrare
In fisierul text MULTIME.IN se afla pe prima linie n, iar pe a doua linie elementele lui A
separate Intre ele prin cate un spatiu.

Date de iesire
In fisierul text MULTIME.OUT se va scrie pe prima linie elementele lui B separate prin
cate un spatiu.
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Exemplu

MULTIME.IN

5

2.3 22.5 5.23 7.71 55.6
MULTIME.OUT

22.5 55.6

Indicatie

Se construieste vectorul s cu componentele:
s[1]=partea fractionara din a[1];
s[2]=partea fractionara din a[1]+a[2];

s[n]=partea fractionara din a[1]+a[2]+...+a[n].

Intervalul [0,1) se partitioneaza folosind intervalele (0, 1/n], (1/n, 2/n],..., ((n-1)/n, n/n].
Daca existd i cu s[i] in intervalul [0,1/n), atunci B={a[l],...,a[i]}, altfel conform
principiului lui Dirichlet exista i si j cu s[i],s[j]€(0,1/n], atunci B={a[i+1],...,a[j]}.

3. Se da o multime A de nt+1 elemente numere naturale nenule, mai mici sau egale cu
2n. Sa se determine doua submulfimi X si Y, incluse in A, astfel incat produsul
elementelor dintr-o submultime sa fie divizibil cu produsul elementelor din cealalta
submultime.

Date de intrare
In fisierul text MULTIME.IN se afld pe prima linie n, iar pe linia urmatoare cele n+1
elemente ale mulfimii A (separate intre ele prin cate un spatiu).

Date de iesire
In figierul text MULTIME.OUT se va scrie pe prima linie elemetele multimii X, iar pe
linia urmatoare elementele multimii Y.

Exemplu
MULTIME.IN

4

2 3457
MULTIME.OUT
2

4

Indicatie

Fie aj, az, ..., aps1 cele ntl numere naturale. Dupa o prealabila ordonare si
renumerotare avem: 1<a;<a,<...<ap+1<2n. Orice numar natural se poate scrie sub forma
2"y, unde x este un numdr natural, iar y este un numdr natural impar. Deci a1=2x(1)y(1),
2,=2"y(2), ..., ans1=2"™Dy(n+1). Dar intre 1 si 2n existd exact n numere impare si deci,
conform principiului cutiei, doua dintre numerele y(1), y(2), ..., y(n+1) sunt egale. Fie
acestea y(i) si y(j) cu i<j. Atunci numarul a;=2""y(i) divide pe a;=2"0y(j).
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4. Se dau n+1 numere naturale diferite si mai mici decat 2n. Se cere sa se determine trei
numere dintre cele date care au proprietatea ca unul dintre ele este egal cu suma
celorlalte doua.

Date de intrare
In fisierul text NUMERE.IN se afla pe prima linie n, iar pe linia urmatoare cele n+1
numere.

Date de iesire
In figierul text NUMERE.OUT se va scrie pe prima linie ¢ ele trei numere separate intre
ele prin cate un spatiu.

Exemplu
NUMERE.IN
4

2 3457
NUMERE.OUT
2 35

Indicatie

Fie a;, a2, ..., ap an+1 cele nt+1 numere naturale cu proprietatea ca ai<2n, pentru
1<i<n+1. Vom ordona elementele din sirul de numere astfel incat sa obtinem a;<a,<
...<ap<ap+1. AtUNCI an+1-a1, An+1-A2, ..., Ap+1-a@n SUNt NUmMere naturale mai mici decat 2n.
Avem astfel in total (cu cele initiale) n+1+n=2n+1 numere. Cum ele sunt mai mici decat
2n, conform principiului lui Dirichlet, exista dous numere care vor coincide:
ai=an+1-gj, 1<i<n+1, 1<j<n
Deci an+1=ai+a;.

5. Fie a=(aj,az,...,an) un vector cu componente intregi. S se determine o secventa
(a,...,aj), cu proprietatea ca aj+...+a; este un multiplu de n.

Indicatie

Pentru a determina o secventa cu proprietatea din enunt vom considera sumele:
Si=q

S,=a;+a,

Sh=aitart...+an.

Putem avea doua cazuri:

1) exista k cu S multiplu de n, caz in care secventa cautata este ag,...,ax;

2) nu existd sume care sa fie divizibile cu n. In acest caz avem ca toate sumele dau la
impartirea la n resturi ce fac parte din multimea {1,2,...,n-1}. Cum sunt n sume §i n-1
resturi posibile, conform principiului lui Dirichlet obtinem ca exitd doud sume S; si
Sg,(p<q) care la impartirea la n dau acelasi rest. Deci Sq4-Sp este divizibild cu n si deci
putem lua i=p+1 si j=q.
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6. Se considera un numar natural care are n cifre, toate nenule. Se cere sa se determine
un alt numar natural format doar din cifrele numarului initial (nu este obligatorie
utilizarea tuturor cifrelor si In plus se poate folosi si cifra 0) si care se divide la n.

Exemplu
Pentru numarul 1111 o solutie poate fi 1000 sau 1100.

Indicatie

Fie A=a;a,...a, numarul dat. Consideram numerele: an, ap-1an, ..., a1ds...an.

Acestea au resturile Impartirii la n In multimea {0, 1, ..., n-1}. Daca exista un rest 0,
atunci numarul respectiv este cel cautat. Daca nu, avem de-a face cu n resturi din
multimea {1, 2, ..., n-1}, adica n-1 resturi si conform principiului cutiei vor exista doua
resturi egale, deci doud numere B si C care au acelasi rest la impartirea cu n. Scadem
aceste numere si rezultatul este ceea ce ne intereseaza.

7. Fie n un numar intreg. Gasiti un numadr in baza 10 divizibil cu n si format numai din
cifre de 1 s1 0.

Indicatie

Vom considera numerele 1, 11, 111, ..., 11...1 (ultimul avand n cifre de 1). Putem avea

doua situatii:

1) Printre numerele anterioare exista unul care este multiplu de n. Rezulta ca acesta este
numarul cautat.

2) Toate numerele anterioare dau la impartirea cu n resturi nenule, adica 1, 2, ..., n-1.
Intrucat avem n numere si n-1 resturi, conform principiului lui Dirichlet existd doua
numere care dau acelasi rest. Obtinem astfel ca diferenta acestor doua numere este
numadrul cautat (care este evident format din cifrele 0 si 1).

8. Se dau 2n+1 numere reale mai mari ca 1 i mai mici ca 2n. Sa se determine trei dintre
ele care pot fi lungimile laturilor unui triunghi.

Exemplu

Pentru n=2 si numerele:
1.7 2.9 3.88 1.4 255
se va afisa:

2.9 3.88 2.55

Indicatie

Intervalul (1, 2") poate fi partitionat in n intervale:

(1,2):[2,2%,[2% 2%, ..., [2"% 2".

Conform Principiului lui Dirichlet, existd un interval din cele n de mai sus ce contine cel
putin trei din cele 2n+1 numere. Fie aj, ay, as aceste numere, situate {n intervalul [2k,
21, 0<k<n-1. Avem: 2%<a <2t 2%<a, <2l 2K<a;<2*!. Deci ag<2**'=2%+2"<a; +a,.
Analog: a;<az+a,. a,<a;t+as.
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