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Partea 1

Olimpiada Nationala de Informatica
- etapa judeteana -

19 martie 2023






Capitolul 1

OJI 2023, clasa a V-a

1.1 Problema Aeriana

Propusa de: stud. Ioana Gabor, Universitatea Babes-Bolyai Cluj-Napoca

O companie aeriana are planificate NV zboruri. Fiecare zbor are asociate cate sase numere naturale
cu urmatoarea semnificatie:

e primul numar Al identifica aeroportul de decolare,

e cel de-al doilea numar A2 identifica aeroportul de aterizare,

« urmatoarele patru numere naturale 1, M1, H2 si M2, reprezinta in ordine ora si minutul
decolarii, respectiv ora si minutul aterizarii.

Aterizarea poate sa fie In ziua curenta sau in ziua urmatoare. Un zbor poate sa dureze maximum
23 de ore si 59 de minute. De exemplu, pentru H1 = 10, M1 =5, H2 = 15, M2 = 20 aterizarea
are loc In aceeasi zi cu decolarea (zborul dureaza 5 ore si 15 minute), iar pentru H1 = 23, M1 = 5,
H2 =1, M2 = 15 aterizarea are loc in ziua urmatoare (zborul dureaza 2 ore si 10 minute).

Un virus informatic s-a infiltrat in sistemele de calcul ale companiei si a inversat momentul de
decolare cu cel de aterizare al zborurilor pe care le considera speciale. Un zbor este considerat
special de catre acest virus in cazul in care codul aeroportului de decolare, Al, este un numar
prim, iar codul aeroportului de aterizare, A2, se divide cu suma cifrelor lui Al.

Cerinte

Cunoscandu-se numarul de zboruri N si datele fiecaruia, inainte de interventia virusului, sa
se determine:

1. Care este durata maxima a unui zbor, inainte de interventia virusului.
2. Care este durata maxima a unui zbor, dupa interventia virusului. Se iau In calcul atat
duratele zborurilor inversate (speciale), cat si duratele zborurilor neinversate (nespeciale).

Date de intrare

Fisierul de intrare aeriana.in contine pe prima linie valoarea C' (numarul cerintei, poate fi 1 sau
2), pe a doua linie valoarea N (numarul de zboruri). Pe fiecare dintre urmatoarele N linii sunt
cate sase numere naturale A1, A2, H1, M1, H2, M2, in aceasta ordine, despartite prin cate un
spatiu, cu semnificatia din enunt.



Date de iesire

Fisierul de iesire aeriana.out va contine pe prima linie doua numere naturale separate printr-
un spatiu, reprezentand numarul de ore si respectiv numarul de minute ale zborului de durata
maxima, in conditiile cerintei specificate.

Restrictii

e 1 <N L1000

0< H1,H2 < 23

0< M1, M2 < 59;

0 < A1, A2 < 1000000 000;

Un zbor va dura cel putin un minut si cel mult 23 de ore si 59 de minute.

# Puncte Restrictii
1 19 C = 1 si toate zborurile se desfasoara in aceeasi zi
2 17 C =1, M1 =0, M2 =0 pentru toate zborurile
3 17 C =1, fara alte precizari
4 47 C=2
Exemple
aeriana.in aeriana.out Explicatii
1 23 59 C =1, N = 3. Duratele acestor zboruri
3 sunt, In ordine, 23 de ore si 59 de minute,

47 55 0 @ 23 59
1 437 23 43 10 34
11 457 10 43 10 23

10 ore si 51 de minute, iar pentru ultimul
zbor, 23 de ore si 40 de minute.

2 23 40 C =2, N = 3. Pentru primul zbor Al = 47
3 este numar prim, suma cifrelor sale este
47550 0 23 59 egala cu 11 si A2 = 55 se divide cu 11, deci

1 437 23 43 10 34

11 457 10 43 10 23 primul zbor devine 23 : 59 — 00 : 00 si are o

durata de 0 ore si 1 minut. Al doilea zbor
ramane nemodificat, deoarece 1 nu e prim.
Al treilea zbor raméane nemodificat. Chiar
daca 11 este prim, 457 nu se divide cu 2
(suma cifrelor lui 11). Zborul de durata
maxima, dupa interventia virusului, este
cel de-al treilea.

1.2 Rezolvarea problemei Aeriana

Cerinta 1

Se calculeaza toate duratele zborurilor, iar pe urma trebuie afisat maximul dintre acestea. Pentru
calculul duratei unui zbor, atat momentul decolarii, cat si momentul aterizarii ,se convertesc in
minute”, adica se afla, pentru fiecare moment, ,distanta in minute” dintre momentul 00:00 al
primei zile si momentul respectiv, presupunand ca ambele momente sunt in ziua 1, cu formula
total_minute = H - 60 + M. In cazul in care decolarea si aterizarea au loc in aceeasi zi, durata



zborului (in minute) este data de diferenta dintre total minute 2 si total minute 1. In cazul
in care decolarea si aterizarea au loc in zile diferite, diferenta anterioara ar fi negativi. In acest
caz, se aduna ,Inca o zi”, adica 24 - 60 minute la total minute 2, deoarece initial am presupus
ca momentul aterizarii este 1n ziua 1.

Cerinta 2

Se verificd pentru fiecare zbor daci este ,zbor special”. In primul rand, primul cod (notat in
enunt Al) trebuie sa fie un numar prim (deci obligatoriu mai mare sau egal cu 2). Pentru a
cauta mai rapid daca are si alt divizor in afara de 1 si el insusi, ne folosim de faptul ca pentru
orice divizor d al lui A1, automat si Al/d ar fi divizor al lui Al. Astfel cautam divizori posibili
d ai lui Al pornind cu d de la 2 si mergand cat timp d < Al/d. Daca primul cod este prim, se
calculeaza suma cifrelor acestuia si se verifica daca al doilea cod e divizibil cu suma calculata. In
cazul in care un zbor este ,special”, se interschimba hl cu h2 si m1 cu m2. Se calculeaza duratele
zborurilor si maximul dintre acestea, precum in cazul cerintei 1.

1.3 Cod-sursa pentru problema Aeriana

using namespace std;
ifstream fi( R
ofstream fo( )8

int main(){

int C, N, al, a2, h1l, ml, h2, m2;
int durata_maxima_in_minute = 0;
int durata_curenta_in_minute;

int momentul_1_in_minute;
int momentul_2_in_minute;
bool interschimbam =
bool prim;

int suma;

fi>>C>>N;

for (int i=71;i<=N;i++){
fi>>a1>>a2>>h1>>m1>>h2>>m2;

if (C == 2) {

if (al < 2) prim = ;
else
{
prim = g
for (int d=2; prim && dxd<=al; d++){
if (a1l % d == 0)
prim = ;
}
3
if (prim) {

suma = 0;
while (a1l > 0){



suma += al%10;
al /= 10;
}
if (a2 % suma== 0)
interschimbam = g
else
interschimbam

b

else
interschimbam =
if (interschimbam) {
swap(h1,h2);
swap(m1,m2);
3
}
momentul_1_in_minute=h1*DURATA_ORA+m1;
momentul_2_in_minute=h2*DURATA_ORA+m2;
durata_curenta_in_minute = momentul_2_in_minute - momentul_1_in_minute;
if (durata_curenta_in_minute < 0){
durata_curenta_in_minute += NR_ORE_PE_ZI *DURATA_ORA;

}

durata_maxima_in_minute = max(durata_maxima_in_minute, durata_curenta_in_minute);
}
int durata_ore = durata_maxima_in_minute / DURATA_ORA;
int durata_minute = durata_maxima_in_minute % DURATA_ORA;
fo<<durata_ore<<' '<<durata_minute<<
fi.close(); fo.close();
return 0;

3

’
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1.4 Problema Castel

Propusa de: prof. Eugenia-Cristiana lordaiche, Liceul Teoretic ,Grigore Moisil” Timisoara

Un joc dispune de N cuburi galbene si N cuburi albastre, de dimensiuni
identice; pe fiecare cub galben este scris un numar natural nenul, de randul

cel mult 9 cifre. Jocul urmareste construirea unui castel alcatuit din 4
mai multe rAnduri de cuburi, in care randul de sus este format dintr- 3
un singur cub, de culoare galbena, iar fiecare dintre celelalte randuri 2
incep si se termina cu cate un cub de culoare galbend. Oricare doua !

cuburi vecine pe acelasi rand au céate o latura comuna si fiecare cub,

cu exceptia celor galbene de pe margine, are o latura comuna cu un cub care apartine randului
de deasupra. Oricare doua cuburi cu o latura comuna au culori diferite. Randurile de cuburi
sunt numerotate de jos in sus, incepand de la 1. Pentru constructia castelului se preiau cuburile
galbene in ordinea In care acestea sunt date, iar cele albastre intr-o ordine oarecare, si sunt plasate
pe randuri, de jos in sus, si pe fiecare rand de la stanga la dreapta, astfel: primul cub se plaseaza
pe randul de la baza (numerotat cu 1), apoi fiecare cub (galben sau albastru) se plaseaza fie in
continuare, pe randul curent, la dreapta, fie pe un rand nou, peste un cub al randului curent.
Dupa plasarea cubului din varful castelului, pe fiecare cub albastru se scrie un numar egal cu
suma numerelor scrise pe cei doi vecini galbeni situati pe acelasi rand, in stanga si in dreapta sa.
Pentru a castiga jocul, castelul obtinut trebuie sa aiba un numar maxim de randuri, chiar daca
poate nu foloseste toate cuburile date.

Cerinte

Cunoscand numerele scrise pe cele N cuburi galbene, in ordinea data, scrieti un program care sa
determine:

1. numarul cuburilor galbene, dintre cele N date, pe care sunt scrise valori de o singura cifra;

2. randul pe care se afla cubul din varful castelului si numarul scris pe acest cub;

3. numarul cuburilor albastre din care este alcatuit castelul si suma tuturor numerelor de pe
acestea.

Date de intrare
Fisierul de intrare castel.in contine:

« pe prima linie doua numere naturale C' si IV, In aceasta ordine, despartite printr-un spatiu,
unde C reprezinta numarul cerintei si poate avea valorile 1, 2 sau 3, iar /N are semnificatia
din enunt;

» pe a doua linie, N numere naturale despartite prin cate un spatiu, reprezentand numerele
scrise pe cuburile galbene, in ordinea in care sunt preluate.

Date de iesire
Fisierul de iesire castel.out contine pe prima linie:

e un singur numar natural pentru rezolvarea cerintei 1, reprezentand valoarea determinata
conform acestei cerinte;

» doud numere naturale despartite printr-un spatiu, in cazul cerintelor 2 si 3. Pentru cerinta
2, primul numar reprezinta randul pe care se afla cubul din varful castelului iar cel de-
al doilea numar reprezinta valoarea scrisa pe acest cub. Pentru cerinta 3, prima valoare
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reprezinta numarul de cuburi albastre care alcatuiesc castelul, iar a doua valoare reprezinta
suma tuturor numerelor scrise pe aceste cuburi.

Restrictii

« 3N <5000.

Puncte Restrictii

#
1 25 C=1
2
3

30 C=2
45 C=3
Exemple
castel.in castel.out Explicatii
112 6 C=1 si sunt 6 cuburi pe care sunt scrise
17511 21717 4 2 2 5 34 88 numere de o singura cifra.
212 45 Exemplul corespunde imaginii din enunt si
17511 21717 4 2 2 5 34 88 C=2. Cubul din varful castelului este pe
randul 4 si pe el este scris 5.
312 6 110 Exemplul corespunde imaginii din enunt si
17511 21717 4225 34 88 C=3. Sunt 6 cuburi albastre In castel si
suma numerelor scrise pe acestea este 110.

1.5 Rezolvarea problemei Castel

Cerinta 1

Se contorizeaza toate valorile citite care au o singura cifra, ele sunt strict mai mari decat 0 si mai
mici sau egale cu 9.

Cerinta 2

Se calculeaza, pentru fiecare rand R al castelului, numarul cuburilor galbene aflate pe acesta.
Stim ca pe ultimul rand este un singur cub galben, pe penultimul rand sunt 2 cuburi galbene, pe
antepenultimul 3 cuburi galbene, si, procedand in acest fel, pe primul rdnd al castelului (numerotat
cu 1) sunt K cuburi galbene. Astfel, castelul construit, are in total 1 +2+3+4+---+ K cuburi
galbene, aranjate pe cele K randuri. Determinam cea mai mare valoare a lui K pentru care suma
14+2+344+---+ K nu depaseste valoarea lui N. Randul pe care se afla cubul din varful
castelului este K iar numarul scris pe acesta este cel de pe pozitia p In sirul de intrare, unde
p=1+2+---+ K. Alternativ p poate fi determinat si cu formula K - (K +1)/2.

Cerinta 3

Observam ca pe fiecare rand al castelului numarul cuburilor albastre este cu 1 mai mic decat
numarul cuburilor galbene. Pastrand aceleasi notatii ca la cerinta anterioara, numarul cuburilor
albastre din castel este egal cu 1 +2 43+ --- + (K — 1). Pentru fiecare cub albastru, calculam
numarul scris pe acesta ca fiind suma a doua valori preluate succesiv din fisierul de intrare. Acestea
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reprezinta numerele scrise pe cuburile galbene situate pe acelasi rand, in stanga si dreapta fiecarui
cub albastru. Calculam suma tuturor valorilor scrise pe cuburile albastre din castel.

1.6 Cod-sursa pentru problema Castel

using namespace std;

ifstream fin( );
ofstream fout( )8
int C, N, H, x, maxi, Ha, y, k;
long long int suma=0;

int main()

{
fin>>C>>N;
H=0;
while(Hx(H+1)/2<=N)
H++;
H=H-1;
if(C==1)
{
for(int i=1; i<=N; i++)
{
fin>>x;
if(x>=18&& x<=9)
k++;
}
fout<<k<< g
}
else if (C==2)
{
for(int i=1; i<sH*x(H+1)/2; i++)
fin>>x;
fout<<H<<" "<<x<< :
}
else if(C==3)
{
Ha=H,;
for(int i=1; i<=(Ha+1); i++)
{
fin>>x;
for(int j=2; j<=H; j++)
{
fin>>y;
suma=suma+x+y;
X=Y5
3
H--;
}
fout<<Ha*(Ha-1)/2<<" "<<suma<< :
}
return 0;
}
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Capitolul 2

OJI 2023, clasa a VI-a

2.1 Problema Ciocolata

Propusa de: stud. Vlad-Mihai Bogdan, Facultatea de Matematica-Informatica, Universitatea
Bucuresti si prof. Daniel Popa, Liceul Teoretic ,Aurel Vlaicu” Orastie

Irina si Mihaela sunt surori. Intr-o zi, mama lor le aduce N tablete de ciocolatd, numerotate de
la 11a N, pe care le asaza, in aceasta ordine, pe o polita a unui raft. Pentru fiecare tableta se
cunoaste gramajul (numarul de grame pe care le cantareste). Cantitatea totala de ciocolata
consumata de o fata este egala cu suma gramajelor tuturor tabletelor consumate de ea. Pentru a
consuma ciocolata, fetele trebuie sa respecte urmatoarele reguli:

« cantitatea totala de ciocolata consumata de Irina trebuie sa fie mai mare sau egala cu
cantitatea totala de ciocolata consumata de sora sa;

 diferenta dintre cantitatea totala de ciocolata consumata de Irina si cantitatea totala de
ciocolata consumata de Mihaela trebuie sa fie cat mai mica;

o fiecare fata trebuie sa consume cel putin o tableta de ciocolata;

o fiecare fata consuma tablete de ciocolata de pe raft: Irina Incepe de la cea numerotata cu
1 si continua, in ordine, de la stanga la dreapta, iar Mihaela incepe cu cea numerotata cu
N si continua, in ordine, de la dreapta la stanga;

o fiecare fata poate Intrerupe oricand consumul tabletelor de ciocolata, iar cele ramase fie
sunt abandonate pe raft, fie sunt consumate de fata cealalta, daca ajunge la ele;

» fiecare tableta de ciocolata fie este consumata complet de una dintre fete, fie ramane pe
raft, dar fetele NU pot sari peste nicio tableta de ciocolata.

Cerinte
Determinati si afisati:

1. cel mai des intalnit gramaj in sirul de tablete asezate initial pe polita, iar daca sunt mai
multe gramaje care apar de un numar maxim de ori, se alege cel mai mic dintre acestea;

2. diferenta minima dintre cantitatea totala de ciocolata consumata de Irina si cantitatea
totala de ciocolata consumata de Mihaela.

Date de intrare

Pe prima linie din fisierul ciocolata.in se gaseste numarul C', reprezentand cerinta ce trebuie
rezolvata (1 sau 2), urmat de numarul N, cu semnificatia din enunt. Pe a doua linie se afla N
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numere naturale, reprezentand gramajele celor N tablete de ciocolata, in ordinea numerotarii lor.
Numerele aflate pe aceeasi linie a fisierului sunt separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Pe prima linie a fisierului de iesire ciocolata.out se va afla un singur numar reprezentand
raspunsul cerinta C.

Restrictii

« Ce{l,2}
« 1 <N <100000

o gramajul fiecarei tablete este un numar natural nenul mai mic sau egal cu 10 000

» se garanteaza ca exista intotdeauna solutie.

# Puncte Restrictii
1 30 Cc=1
2 5 C=2siN=2
3 10 C=2s11<N<100
4 25 C=2si1<N <1000
5 30 C = 2, fara restrictii suplimentare
Exemple
ciocolata.in ciocolata.out Explicatii
16 3 C =1, N = 6, iar cele mai frecvente
143354 gramaje de ciocolata dintre cele 6 sunt 3 si
4, fiecare aparand de cate doua ori. Se va
alege gramajul 3.
25 3 C =2, N =5, iar Irina a consumat prima
14 4 2529

tableta de ciocolata (in cantitate totala de
14 grame), iar Mihaela ultimele doua
tablete (in cantitate totald de 11 grame),
deci diferenta de cantitate este de 3 grame.

2 N 1
3731249426517

C =2, N =11, Irina va consuma primele
cinci tablete de ciocolata (in cantitate
totala de 29 grame), iar Mihaela ultimele
trei tablete (in cantitate totala de 28
grame).

2.2 Rezolvarea problemei Ciocolata

Cerinta 1

Pentru rezolvarea primei cerinte, este suficient sa introducem toate numerele intr-un vector de
frecventa, iar mai apoi sa il parcurgem si sa determinam primul indice la care se gaseste valoarea
maxima.
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Cerinta 2

Pentru rezolvarea acestei cerinte putem folosi urmatoarea abordare: vom mentine patru variabile:
¢ - indicele pana la care va manca Irina ciocolata, sum; - cantitatea totala de ciocolata de la pozitia
1 pana la pozitia ¢, j - indicele pana la care va manca Mihaela ciocolata, sum; - cantitatea totala
de ciocolata de la pozitia j pana la pozitia V. In momentul in care modificim valorile i sij, va
trebui sa actualizam si variabilele sum; si sum;. Asadar, pentru fiecare pozitie i (si pentru fiecare
valoare sum,), va trebui sa determinam cea mai din stanga pozitie j pentru care sum; < sum.
Observatia cheie este ca In momentul In care trecem de la pozitia ¢ la pozitia ¢ + 1, valoarea j
corespunzatoare indicelui ¢ este mai mare sau egala decat valoarea corespunzatoare indicelui 74 1.
Observam, asadar, ca in momentul in care indicele ¢ creste, indicele j scade sau raméane pe loc.
Prin urmare, folosind un astfel de algoritm, se obtine complexitatea O(N).

Cerinta 2 - solutie alternativa

Pentru fiecare pozitie fixata i (pana la care va manca Irina ciocolatd), va trebui sa determinam
pozitia cea mai din stanga j, astfel Incat cantitatea totala de ciocolata de la pozitia 1 pana la
pozitia 7 sa fie cel mult la fel de mare ca si cantitatea totala de ciocolata de la pozitia j la
pozitia N. Putem sa cautam binar pentru fiecare pozitie ¢, indicele j corespunzator, iar pentru
determinarea sumei numerelor de la pozitia j pana la pozitia N, vom folosi sume partiale.

Complexitatea unei astfel de solutii este O(N - log, N).

2.3 Cod-sursa pentru problema Ciocolata

using namespace std;

ifstream in( )8
ofstream out( g

const int MAXN (int)1e5;
const int MAXF = (int)le4;

int N, T;
int V[MAXN], sum[MAXN], fr[1 + MAXF];

int main() {
in >> T > N;
for (int i = 0; i < N; i++) {

in >> V[il;
3
if (T ==2) {
int i =0, j =N-1, answer = INT_MAX, sumLeft = V[0], sumRight = V[N - 11;
while (i < j) ¢
if (sumLeft >= sumRight) {
answer = min(answer, sumLeft - sumRight);
==
sumRight += V[jI;
} else {
i++;
sumLeft += V[il;
3
3
out << answer << ;
}
else {
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int answer = 0;
for (int i = 0; i < N; i++) {
frivVLill++;
if (frfV[ilI>frlanswer] || (fr[V[ill==fr[answer] && V[il<answer)) {
answer = V[i];

}
}
out << answer << "\n";
}
return 0;
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2.4 Problema Unificare

Propusa de: prof. Raluca Costineanu, Colegiul National ,Stefan cel Mare” Suceava

Prin operatia de unificare a doua numere naturale a si b intelegem obtinerea celui mai mare
numar care se poate forma din cifrele distincte din scrierea numarului a si cifrele distincte din
scrierea numarului b. De exemplu, unificind a = 727952 cu b = 92868 vom obtine numarul
99876522, deoarece din a vom utiliza cifrele 2, 5, 7, 9, iar din b cifrele 2, 6, 8, 9. Cel mai mare
numar pe care 1l putem forma cu aceste cifre este 99876522.

Operatia de unificare poate fi aplicata si pentru k& numere, respectand aceeasi regula: pentru
fiecare numar din cele k identificam cifrele distincte care apar in scrierea lui, apoi determinam cel
mai mare numar care se poate forma utilizand toate aceste cifre. De exemplu, unificind numerele
112, 223 si 12334 vom obtine 43322211.

Se dau doua numere naturale, n si k, si un sir de n numere naturale ay, as, . . ., ay,.

Cerinte
Determinati si afisati:

1. cel mai mare numar de exact £ cifre din sirul dat;

2. cel mai mare numar care poate fi obtinut prin unificarea a doua valori aflate pe pozitii
alaturate in sirul dat;

3. cel mai mare numar care se poate obtine prin unificarea a k valori aflate pe pozitii conse-
cutive in sirul dat.

Date de intrare

Fisierul de intrare unificare.in contine pe prima linie un numar natural C', reprezentand cerinta
ce trebuie rezolvata (1, 2 sau 3), pe a doua linie n si k, cu semnificatia din enunt, iar pe a treia
linie cei n termeni ai sirului precizat, in ordinea din sir. Numerele aflate pe aceeasi linie a fisierului
sunt separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

In fisierul de iesire unificare.out:

« daca C =1, se va afisa pe prima linie cel mai mare numar de k cifre din sirul dat;

o daca C = 2, se va afisa pe prima linie cel mai mare numar obtinut prin unificarea a doua
numere alaturate in sir;

« daca C = 3, se va afisa pe prima linie valoarea maxima obtinuta prin unificarea a k valori
aflate pe pozitii consecutive.

Restrictii

e C€{1,2,3};1<n<100000; 1 <k <n/2;
e 0 < a; £100000000, pentru oricare 1 <17 <n
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# Puncte Restrictii

1 20 C=1s1k<8

2 5 C=2 sin=2
3

4

5

6

10 C=2s10<a; <9, pentru oricare 1 <7 <n

35 C = 2, fara restrictii suplimentare

15 C=3sik<8
15 C=3sik<n/2

Exemple

unificare.in unificare.out Explicatii
1 561 C=1,n=>5sik=3. In sir sunt 4 numere
53 care au exact 3 cifre: 112, 223, 561 si 289,
112223 12334 561 289 cel mai mare dintre ele fiind 561.
2 6543211 C =2,n=>5si k=23, nu utilizam valoarea
53 lui % si unificand a3 cu a4 vom obtine cea
112223 12334 561 289 mai mare valoare: 6543211
3 9865432211 C =3,n=>5si k=23. Cea mai mare
53 valoare care se poate obtine este
112223 12334 561 289 9865432211 si o obtinem unificand a3 cu a4

si cu as.

2.5 Rezolvarea problemei Unificare

Cerinta 1

Pentru fiecare numar din cele n citite determinam numarul de cifre, daca acesta este egal cu k
atunci comparam numarul cu maximul determinat pana atunci, pentru a identifica cel mai mare
numar.

Cerinta 2

Pentru fiecare pereche de valori aflate pe pozitii alaturate in sir determinam valoarea obtinuta
prin unificarea celor doua numere in vederea determinarii maximului posibil.

O varianta pentru a determina valoarea unificata pentru doua numere este sa consideram toate
cifrele In ordine descrescatoare si sa adaugam la numarul pe care il formam acele cifre care apar
in scrierea fiecarui numar.

Cerinta 3

Trebuie sa unificam cate k valori aflate pe pozitii consecutive in sirul dat, iar valoarea obtinuta ar
fi prea mare pentru a putea fi retinuta intr-o variabila simpla de memorie. Putem utiliza un vector
de numarare In care sa retinem, pentru fiecare cifra, in cate dintre numerele dintr-o secventa de k
valori aflate pe pozitii consecutive in sir, apare cifra respectiva. Pentru a compara numarul curent
cu maximul pe care il determinam va trebui mai intai sa verificam daca am obtinut un numar cu
mai multe cifre, caz In care ar fi mai mare, sau daca avem acelasi numar de cifre, verificam daca
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avem o cifra mai mare cu un numar mai mare de aparitii. Maximul obtinut il vom afisa, cifra cu
cifra, in fisierul de iesire.

2.6 Cod-sursa pentru problema Unificare

using namespace std;
ifstream f( R
ofstream g( )8
const int N = 100005;
int main()
{ int C, n, k, i, x;

f >> C > n > k;

if (C==1)

{

int mx = 0;

for (i = 1; i <=n; i++)
{
f > x;
int cx = x, nrcif = 0;
do
nrcif++, cx /= 10;
while (cx);
if (x > mx & & nrcif == k)
mx = X;
3
g << mx << ;
}
else if (C == 2)
{
int y, cx, cy;
long long int nr, mx = 0;
f > x;
for (int i = 2; i <= n; i++)
{
f > y;
nr = 0;
for (int ¢ = 9; ¢ >= 0; c--)
{
bool okX = @, okY = 0;
CX = X; Ccy = Y;
do
{
if (cx % 10 == ¢) { okX = 1; break; }
cx /= 10;
} while (cx);
do
{
if (cy % 10 == ¢) { okY = 1; break; }
cy /= 10;
} while (cy);
if (okX) nr = nr * 10 + c;
if (okY) nr = nr x 10 + c;
}
if (nr > mx) mx = nr;
X =Y,
}
g << mx << :
3

else if (C == 3)
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int
for
for

{

for
for

}

vIN], frMx[10] = {3}, frK[10] = {3};
(i =1; 1<=n; i++) f >> v[il;
(i=1; 1<=k; it++)

int frf10]1 = {3, x = v[il;
do
frix % 101 = 1, x /= 10;
while (x);
for (int ¢ = 0; c <= 9; c++)
frklcl += frlcl;

(int ¢ = 0; ¢ <= 9; c++) frMx[c] = frK[c];
(i=k+1; i<=n; itt)

int fr{10] = {3}, x = v[il;
do
frx % 101 = 1, x /= 10;
while (x);
for (int ¢ = 0; c <= 9; c++)
frk[c] += frlc];
int frif10] = {3}, y = v[i - kI;
do
frily % 10]
while (y);
for (int ¢ = 0; c <= 9; c++)
frklc]l -= frilcl;
int sMX = 0, sK = 0, cmp = 0;
for (int ¢ = 0; c <= 9; ct++)
sMX += frMx[c], sK += frK[c];
if (sK > sMX) cmp = 1;
else if (sK < sMX) cmp = -1;
else

{

1, y /= 10;

for (int ¢ = 9; ¢ >= 0; c--)
if (frK[c] > frMx[cl)

{
cmp = 1; break;
3
else if (frK[c] < frMx[cl)
{
cmp = -1; break;
}
3
if (cmp > 0)

for (int ¢ = 0; c <= 9; ct++)
frMx[c] = frK[c];

for (int ¢ = 9; ¢ >= 0; c--)

while (frMx[c])
g << ¢, frMx[c]--;

g<<'\n';

}

return 0;
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Capitolul 3

OJI 2023, clasa a VII-a

3.1 Problema Palindrom

Propusa de: Prof. Emanuela Cerchez, Colegiul National ,,Emil Racovita” Iasi

Un numar se numeste palindrom daca citit de la stanga la dreapta este identic cu numarul citit
de la dreapta la stanga. De exemplu, numerele 131 si 15677651 sunt palindromuri. Un numar
care nu este palindrom poate fi transformat in palindrom adaugand la dreapta sa una sau mai
multe cifre.

Cerinte
Dat fiind un sir de n numere naturale, scrieti un program care sa rezolve urmatoarele doua cerinte:

1. sa se determine numarul minim total de cifre care trebuie sa fie adaugate, astfel incat fiecare
valoare din sir sa fie palindrom;

2. considerand ca putem adauga cel mult S cifre, sa se determine numarul maxim de termeni
palindrom aflati pe pozitii consecutive in sirul obtinut.

Date de intrare

Fisierul de intrare palindrom.in contine pe prima linie numarul C, reprezentand cerinta care
trebuie sa fie rezolvata (1 sau 2). Pe cea de a doua linie se afla un numar natural n, reprezentand
numarul de valori din sir. Pe urmatoarele n linii se afla cele n numere din sir, cate un numar pe o
linie. Daca C' = 2, pe ultima linie a fisierului de intrare se va afla numarul natural S reprezentand
numarul maxim de cifre ce pot fi adaugate.

Date de iesire

Fisierul de iesire palindrom.out va contine o singura linie pe care va fi scris raspunsul la cerinta
C' din fisierul de intrare.

Restrictii

e 1 <n<50000;0<5<500000
e Numerele din sir au cel mult 50 de cifre.
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# Puncte Restrictii
1 15 C=1sin=1.
2 10 C=2,5=0,1<n <100 si numerele din sir au cel mult 18 cifre.
3 14 C =1,1<n <1000 si numerele din sir au cel mult 18 cifre.
1 15 C=25>0,1<n<1000 si numerele din sir au cel mult 18 cifre.
5 16 C =2,1000 <n < 50000 si numerele din sir au cel mult 18 cifre.
6 13 C =1,1000 < n < 50000 si numerele din sir au intre 19 si 50 de cifre.
7 17 C =2,1000 < n < 50000 si numerele din sir au intre 19 si 50 de cifre.
Exemple
palindrom.in palindrom.out Explicatii
1 7 C =1, n=>5. Pentru a transforma 12232
5 in palindrom trebuie sa adaugam minimum
]if” dous cifre (1223221), pentru 12345 trebuie
12345 sa adaugam minimum 4 cifre (123454321),
0 pentru 7717 trebuie sa adaugam minimum
7717 o cifra (77177), iar numerele 131 si 0 sunt
deja palindromuri. In total 24+441=7.
2 3 C=2,n=7,5=4, deci se pot adauga
7 maximum 4 cifre. Putem adauga cele 4
1?32 cifre numarului 12345 si obtinem o
12345 secventa de lungime 3 formata numai din
) palindromuri (131 123454321 0). O alta
7717 varianta este de a adauga o cifra la 7717 si
1244 doud cifre la 1244 si obtinem tot o secventa
215809 de lungime 3 formata numai din
palindromuri (0 77177 124421). Pentru
orice alta varianta, secventa de
palindromuri obtinuta are mai putini
termeni.

3.2 Rezolvarea problemei Palindrom

Cerinta 1

Vom citi succesiv numerele si vom determina pentru fiecare numar citit numarul minim de cifre
care trebuie sa fie adaugate pentru a transforma numarul respectiv in palindrom. Pentru numere
mari (de maximum 50 de cifre), vom citi fiecare numar caracter cu caracter, pana la intalnirea
marcajului de sfarsit de linie si vom retine cifrele numarului intr-un vector. Pentru punctaj partial
(numere de maximum 18 cifre) se va citi numarul intr-o variabila de tip longlongint, apoi se vor
extrage cifrele numarului si se vor plasa intr-un vector. Pentru a determina numarul minim de cifre
care trebuie adaugate la finalul numarului pentru a transforma acest numar in palindrom putem
determina lungimea celui mai lung sufix al numarului care are proprietatea de a fi palindrom.
Sa notam aceasta lungime cu lgs, iar lungimea numarului cu [g. Numarul minim de cifre care
trebuie sa fie adaugate este nr = lg — lgs (se adauga la final primele nr cifre ale numarului in
ordine inversata). Desigur, pentru punctaj partial este posibila si o abordare ,,prin incercari”:

23



o daca numarul este deja palindrom, nr = 0;

 daca numarul nu este palindrom, adaugam la sfarsitul lui o cifra (prima cifra a numarului)
si verificam daca se obtine un palindrom (in acest caz nr va fi 1);

« apoi incercam cu doua cifre, trei cifre, s.a.m.d.

o In cel mai defavorabil caz adaugidm nr = lg — 1 cifre (primele lg — 1 cifre in ordine inversa).

Nu este necesar sa retinem toate numerele citite, vom retine intr-un vector nr cu n elemente
numarul minim de cifre care trebuie sa fie adaugate pentru a transforma fiecare numar din sir in
palindrom. Rezultatul la cerinta 1 este suma valorilor memorate in vectorul nr.

Cerinta 2

Trebuie sa determinam cea mai lunga subsecventa a vectorului nr, construit la cerinta anterioara,
care are suma elementelor mai mica sau egala cu S. Pentru aceasta vom parcurge vectorul nr
cat timp suma elementelor din secventa curenta (sa o notam sum) este < S. Cand am ajuns la
o pozitie ¢ pentru care sum + nr[i] > S, elementul curent nu mai poate fi ,inghitit” in solutie.
Prin urmare:

« comparam lungimea secventei curente cu lungimea maxima si o retinem daca este mai mare;
« ecliminam elementele de la Inceputul secventei curente, actualizand corespunzator sum, pana
cand este posibil sa ,inghitim” valoarea nr[i] in solutie (sum + nr[i] < S).

Cand parcurgerea vectorului nr s-a Incheiat, trebuie sa comparam si lungimea ultimei secvente
cu lungimea maxima.
Pentru punctaje partiale sunt posibile si abordéri de complexitate O(n?) sau O(n?).

3.3 Cod-sursa pentru problema Palindrom

using namespace std;

ifstream fin( )
ofstream fout( );
int n, c, S, lg, lgmax;

long long int sum;

int nr[NMAX];

int v[LGMAX];

int main()
{int i, j, st, dr, inceput;
char ch;

fin>>c>>n; fin.get(ch);

for (i=1; i<=n; i++)

{
ch=0; 1g=0;
while (1)
{fin.get(ch);
if (ch== ) break;
v[++1lg]=ch- ;
3

for (j=1; j<lg; j++)
{
for (st=j, dr=lg; st<dr && v[st]==v[drl]; st++, dr--);
if (st>=dr) break;
3
nrfil=j-1;
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3

if (c==1)

{ sum=0;
for (i=1; i<=n; i++) sum+=nr[i];
fout<<sum<< 2

3

else

{

fin>>S;

sum=0; inceput=T1;
for (i=1; i<=n; i++)
if (sumtnr[i]<=S)
sum+=nr[i];
else
{
if (i-inceput>lgmax) lgmax=i-inceput;
while (inceput<=i && sum+nr[i]>S)
sum-=nr[inceput++];
if (sum+nr[il<=S) sum+=nr[i];
3
if (i-inceput>lgmax) lgmax=i-inceput;
fout<<lgmax<< o
3

return 0;
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3.4 Problema Primprim

Propusa de: stud. Stefan-Cosmin Dascalescu, Universitatea Bucuresti

Pentru un numar natural a definim costul ca fiind valoarea absoluta (modulul) diferentei dintre a
si numarul prim cel mai apropiat de a. Asupra unui sir de n numere naturale, situate pe pozitii
numerotate de la 1 la n, se aplica, In ordine, o succesiune de g operatii. O operatie consta dintr-o
inlocuire si o afisare si este descrisa sub forma 7 z p, cu semnificatia:

« mai intai inlocuim cu z elementul din sir de pe pozitia 7;
o apoi afisam suma minima totala a costurilor unor elemente convenabil selectate de pe p
pozitii distincte din sir.

Cerinte
Cunoscand n si cele n elemente ale sirului, scrieti un program care sa determine:

1. suma costurilor tuturor elementelor din sirul dat;
2. rezultatele afisate In urma aplicarii fiecareia dintre cele ¢ operatii, date in forma precizata.

Date de intrare

Fisierul de intrare primprim.in va contine pe prima linie un numar natural C', reprezentand
cerinta care trebuie sa fie rezolvata (1 sau 2), pe a doua linie numarul natural n, cu semnificatia
din enunt, iar pe a treia linie cele n elemente din sir, in ordinea din sir. Daca C' = 2, pe a patra
linie se afld numarul natural ¢, reprezentand numarul de operatii, iar pe urmatoarele ¢ linii se
afla cele ¢ operatii, cate o operatie pe linie, in forma descrisa in enunt. Numerele scrise pe aceeasi
linie sunt separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Daca C' = 1, fisierul de iesire primprim.out va contine o singura linie pe care va fi afisata suma
costurilor tuturor elementelor din sir. Daca C' = 2, fisierul de iesire primprim.out va contine ¢
linii, pe linia ¢ fiind scris rezultatul afisat dupa executarea celei de a i-a operatii din fisierul de
intrare.

Restrictii

e 1<g<2-10°
e 1<i,p<n<10%1 <2 <108
» Elementele sirului sunt numere naturale nenule < 109,

# Puncte Restrictii

20 C=1,n=1

22 (C=1,1<n<1000

28 C=2,n<1000, ¢ <10

= W | N | =

30 C = 2, nu exista restrictii suplimentare
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Exemple

primprim.in primprim.out Explicatii
1 4 C =1, n =5, iar sirul este 8,1, 3,5,9.
5 Costurile elementelor sunt, in ordine, 1, 1,
1359 0, 0, 2, deci suma este 4.

o)

2 C =2, n = 5, iar sirul initial este

0 8,1,3,5,9. Se aplica sirului 3 operatii.
Dupa prima operatie, pentru care 7 = 2,

x = 6 si p =4, sirul devine 8,6, 3,5, 9.
Suma minima totala se obtine daca

25 selectam valorile de pe pozitiile 1, 2, 3 si 4,
costurile fiind 1+1404+0=2. Dupa a Il-a
operatie, pentru care 1 = 3, t =5 sl p = 2,
sirul devine 8,6,5,5,9. Selectam valorile
de pe porzitiile 3 si 4 (acestea avand costul
0). Dupa a III-a operatie, pentru care

i =95, x =12 si p =5, sirul devine
8,6,5,5,12. Selectam toate valorile, deci
sumaeste 1l +14+0+04+1=3.

O W N W oo ol N

3.5 Rezolvarea problemei Primprim

Pentru ambele cerinte va fi necesar sa determinam cat mai rapid pentru un numar dat distanta
fata de cel mai apropiat numar prim.

O prima abordare ar fi ca pentru fiecare numar sa verificam mai intai daca este prim (in acest caz,
costul ar fi 0), iar in caz contrar ne deplasam la stdnga si la dreapta sa pana cand identificam un
numar prim, calculand apoi costul folosind formula data din enunt. Totusi, o asemenea abordare
ar avea complexitatea O(z - Vvalmaz), unde x reprezinta distanta maxima fatd de un numar
prim. Deoarece z este cel mult 57, o asemenea abordare nu obtine punctaj maxim.

Pentru a optimiza aceasta abordare, vom precalcula costurile pentru toate numerele de la 1 la 10°.
Pentru aceasta, vom utiliza ciurul lui Eratostene, pentru a genera numerele prime < 10°, urmand
ca mai apoi costul sa fie calculat in O(1) pentru fiecare numar. Complexitatea precalcularii este
O(nloglogn).

Cerinta 1.

Vom citi succesiv numerele si vom afla succesiv costul pentru fiecare numar de la intrare, retindnd
intr-o variabild suma costurilor. In functie de abordarea folosita pentru calcularea costurilor, se
pot obtine diverse punctaje partiale, dar punctajul maxim pe cerinta se poate obtine doar folosind
metoda bazata pe ciurul lui Eratostene, abordare explicata mai sus.

Cerinta 2.

Pentru aceasta cerinta vom citi succesiv operatiile si le vom executa.

Pentru a obtine un cost total minim trebuie sa adunam cele mai mici p costuri. O abordare efi-
cienta se bazeaza pe observatia ca pentru orice numar costul este cel mult 57, fapt ce ne permite
sa utilizam un vector de frecventd fr, unde fr[i] = numarul de elemente din vectorul v care au
costul 7.

Pentru fiecare operatie, la modificarea unei valori din vector, vom decrementa frecventa costului
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pentru vechea valoare si vom incrementa frecventa costului pentru noua valoare. Pentru a deter-
mina costul total minim pentru a obtine cel putin p numere prime in vector (valoarea afisata dupa
executarea operatiei), vom parcurge vectorul de frecventa de la stanga la dreapta (1 = 0,...,57).
La fiecare pas i, pentru a calcula costul total minim adunam la o variabila cmin produsul dintre
frli] si i (exista fr[i] numere care pot fi transformate in numere prime cu costul 7), iar intr-o
variabild nr retinem cite numere prime au fost deja obtinute. In momentul in care nr -+ fr[i] > p,
parcurgerea se opreste si adunam la cmin doar costul obtinerii celor p — nr numere prime care
mai sunt necesare (adica adunam frli] - (p — nr).

In functie de cum selectam cele mai mici p costuri si in functie de cum calculam costurile, se pot
obtine diverse punctaje partiale.

3.6 Cod-sursa pentru problema Primprim

using namespace std;
ifstream fin("primprim.in");
ofstream fout("primprim.out");

int vals[1000002];

int primes[200002], cnt;
int ans[1100002];

bool pr[1100002];

int fr[202];

int main()

{
int c;
fin >> c;
int n, a = 1100000, i, j;
fin >> n;
for (i = 1; 1 <= n; i++) fin >> vals[il];
for (i = 2; i <= a; i++)
{
if (prli] == 0)
{
primesfcnt++] = i;
for (j = i*i; j <= a; j += 1)
prijl = 1;
}
3
int poz = -1;
ans[1] = 1;
for (i = 2; i <= a; i++)
{
if (prfi] == 0)

poz++;
ans[i] = abs(i - primes[pozl);
if (poz + 1 < cnt)
ans[i] = min(ans[i], abs(i - primes[poz+1]));

}

for (i = 1; i <=n; i++)
frlans[vals[i]]]++;
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3

if (c == 1)
{
int total = 0;
for (i = 1; i <= n; i++)
total += ans[vals[i]];
fout << total;

return 0;
3

int q;

fin >> q;

for (i = 1; i <= q; i++)
{
int a, b, p;
fin >> a >> b >> p;
frlans[vals[alll--;
vals[al = b;
frlans[vals[a]l]ll++;
int dif = 9;

int sol = 0;

while (p)
{
sol += min(p, frldif]) * dif;
p -= min(p, fr[difl);
dif++;
3
fout << sol << '\n';

3

return 0;
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Capitolul 4

OJI 2023, clasa a VIII-a

4.1 Problema Hibrid

Propusa de: stud. Andrei Onut, Universitatea Yale, S.U.A.

O masina hibrid se deplaseaza pe o sosea rectilinie folosind, alternativ, fie motorul termic (pe
benzina), fie motorul electric. Axa numerelor intregi poate fi folosita pentru a descrie coordonatele
de pe sosea. Deplasarea masinii folosind motorul electric se efectueaza fara taxa, dar unele portiuni
din sosea necesita folosirea motorului termic, ceea ce impune plata anumitor taxe. Se cunoaste
lista celor P portiuni taxabile de sosea, numerotate de la 1 la P, oricare doua dintre ele fiind
disjuncte. Fiecare portiune este descrisa de trei numere intregi: st;, dr; si ¢; (1 < i < P), cu
semnificatia ca pe portiunea de sosea situata intre coordonatele st; si dr; (inclusiv la capetele st;
si dr;) se va folosi motorul termic si se va achita taxa in valoare de ¢; lei. Aceasta taxa se va plati
la fiecare traversare a portiunii, indiferent de sensul deplasarii.

Traseul pe care masina hibrid il are de strabatut contine N borne amplasate pe sosea, numerotate
de la 1 la N, in ordinea in care acestea trebuie vizitate. Pentru fiecare dintre cele N borne
se cunoaste coordonata pozitiei sale pe sosea: x1,%2,%3,...,2y. Deplasarea intre doua borne
consecutive de pe traseu, adica intre borna i si borna (i +1) (pentru fiecare i: 1 <i < N), se face
pe drumul cel mai scurt, respectiv pe segmentul de dreapta ce uneste punctele cu coordonatele
x; si 2,41 de pe sosea. Masina hibrid va incepe traseul din dreptul bornei cu numarul
de ordine 1, adica de la coordonata z; de pe sosea.

De asemenea, se stie ca nicio borna de pe traseu nu se afla in interiorul sau la capetele portiunilor
taxabile, unde se foloseste deplasarea cu motorul termic.

Cerinte
Sa se determine:

1. numarul de ordine al portiunii taxabile peste care se va trece de cele mai multe ori in
calatorie (folosind motorul termic). Daca exista mai multe astfel de portiuni, se va alege
cea cu indicele minim, in functie de ordinea data in fisierul de intrare. De asemenea, in caz
ca nu se va trece peste nicio portiune taxabild, acest numar va fi egal cu —1.

2. suma totald, exprimata in lei, care trebuie plitita pentru a parcurge traseul stabilit. In caz
ca nu se va trece peste nicio portiune taxabila, atunci aceasta suma va fi egala cu 0.
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Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare hibrid.in se afla, separate intre ele prin cite un spatiu,
trei numere naturale, C, P si N, cu semnificatiile din enunt. C poate avea fie valoarea 1, fie
valoarea 2, in functie de cerinta care trebuie rezolvata. Pe urmatoarele P linii se afla, separate
intre ele prin cate un spatiu, cate trei numere intregi: st;, dr; si ¢;, cu semnificatia de mai sus. Pe
urmatoarea linie se afla N numere intregi, separate intre ele prin cate un spatiu, reprezentand, in
ordine, coordonatele bornelor ce trebuie vizitate: xq,xo,x3,...,TN.

Date de iesire

Fisierul de iesire hibrid.out va contine, pe prima linie, un singur numar intreg, in functie de
cerinta care trebuie rezolvata. Daca C' = 1, atunci se va rezolva cerinta 1, altfel, se va rezolva
cerinta 2.

Restrictii

e 2< P <100000si2 <N <200000.

e —300000 < st; < dr; < 300000 si 1 <¢; <100000, pentru fiecare i: 1 <17 < P.

e —1000000 < x; < 1000000, pentru fiecare i: 1 <7 < N.

o Intrucit au dimensiuni neglijabile, pot exista si doua sau mai multe borne situate la aceeasi
coordonata pe sosea.

o Pe durata intregului traseu, motorul termic (pe benzina) este utilizat doar pentru parcur-
gerea portiunilor taxabile peste care masina hibrid trebuie si treaca. In rest, se foloseste
doar motorul electric, pentru a reduce poluarea.

o Pentru teste in valoare de 49 de puncte, C' = 1, iar pentru restul de teste, C' = 2.

# Puncte Restrictii
1 11 Pentru efectuarea traseului nu se va trece peste nicio portiune taxabila
2 8 0 < st;, o sidr;, x; <70, pentru fiecare ¢ si j: 1 <i < P, 1<j<N
3 12 |41 — ;| <70, pentru 1 <i < N si |z;] < 300000, pentru 1 <i < N
4 40 P, N <3000
5 29 Nu existd alte restrictii suplimentare
Exemple
hibrid.in hibrid.out
124 2
4 8 10
-10 -9 22
-14 20 -14 o
224 86
4 8 10
-10 -9 22
-14 20 -14 0
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Explicatii
Primul exemplu (C' =1): Exista doua portiuni taxabile (P = 2):

« portiunea 1 cuprinde coordonatele: 4, 5, 6, 7, 8 si are taxa de 10 lei la fiecare trecere;
« portiunea 2 cuprinde coordonatele: —10, —9 si are taxa de 22 de lei la fiecare trecere.

Traseul pe care masina hibrid il are de parcurs este alcatuit din N = 4 borne, situate la coordo-
natele: —14 (prima borna, din dreptul careia se incepe traseul), 20 (a doua borna), —14 (a
treia borna; de remarcat ca este situata la aceeasi coordonata ca si prima bornal), respectiv 0 (a
patra borna). Peste prima portiune taxabila se va trece de doua ori, iar peste cea de a doua se
va trece de trei ori. Prin urmare, se va afisa 2.

Al doilea exemplu (C' = 2): Conform explicatiei de mai sus, se va afisa 86 (2 treceri x 10
lei/trecere + 3 treceri x 22 lei/trecere = 86 de lei, adica suma totala platita pentru efectuarea
traseului).

4.2 Rezolvarea problemei Hibrid

Observatie initiala:

Pentru ca cele P portiuni taxabile sunt disjuncte doua cate doua, iar nicio borna dintre cele N nu
se poate afla la capetele sau in interiorul segmentelor ce descriu portiunile taxabile (mai formal, nu
exista nicio pereche de indici (¢,7): 1 <7< Psil < j < N pentru care st; < z; < dr;), inseamna
ca dr; ar putea fi ignorat pentru fiecare i: 1 <i < P. Astfel, daca ar fi nevoie sa verificam, de
exemplu, de cate ori s-a trecut peste o portiune taxabila, ar trebui doar verificat de cate ori punctul
de coordonata st; a fost vizitat in timp ce se efectua deplasarea intre doua borne consecutive de
pe traseu; a numara de cte ori s-a trecut peste o portiune taxabila i (1 <i < P) este echivalent
cu a numara numarul de indici j (1 < j < N) pentru care: min(z;,z;+1) < st; < max(z;,zj11);
dr;, observam, nu mai influenteaza aceasta abordare.

Notadtii:
a daca a < b;

min(a, b) = {b altfel

a daca a > b;

max(a,b) = {b altfel

Subtask 1:

Intrucét se cunoaste faptul ca pentru efectuarea traseului nu se va trece peste niciuna dintre cele
P portiuni taxabile (unde este impusa folosirea motorului termic), in fisierul de iesire se va afisa
—1 (in cazul in care C'=1) sau 0 (in cazul in care C' = 2).

Subtask 2:

Intrucat 0 < z; < 70, pentru fiecare i: 1 < ¢ < N, inseamnd ci lungimea fiecirui segment de
dreapta intre doua borne consecutive de pe traseu va fi de cel mult 70 (|z;41 — z;| < 70, pentru
fiecare i: 1 <i < N).

Sa consideram introducerea urmatorului tablou unidimensional fr[0,...,70] ce contine exact 71
de elemente, cu urmatoarea semnificatie: fr[z] (0 < x < 70) = de céte ori s-a trecut, in timpul
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efectudrii traseului, prin coordonata z (de pe axa numerelor). Observam ca fr[z] = 0 in cazul in
care nu s-a trecut niciodata prin dreptul coordonatei x.

Pentru a calcula intr-o complexitate de O(71 x N) care vor fi valorile elementelor din vectorul

fr[0,...,70], putem utiliza urmatoarea metoda, de tip brute-force:
for(int i = 1; i < N; ++i)
{

int p1 = min(x[il, x[i + 11);

int p2 = max(x[il, x[i + 11);

for(int j = pl1; j <= p2; ++j)
++fr[j];
}

Apoi, pentru cerinta C' = 1 se determina care este indicele minim ¢ (1 < i < P) pentru care
valoarea fr[st;] este maxima, iar pentru cerinta C' = 2 se calculeaza suma:

P

Z ¢ X frlst;].

=1

Complexitate temporala totala: O(P + N x 71).

De remarcat! Pentru acest subtask se mai stie, in plus, si ca 0 < st; < dr; < 70, pentru fiecare
1: 1 <4 < P. De asemenea, de vreme ce portiunile taxabile sunt disjuncte doud cate doua,
inseamna ca numarul P nu poate fi prea mare. Mai exact, acesta este cel mult egal cu 35, si se
poate obtine, spre exemplu, pentru: st; = (i — 1) x 2 si dr; = st; + 1, pentru fiecare i: 1 <i < P,
rezultdnd in intervalele: [0, 1],[2,3],...,[68,69]. Astfel, inseamna ca si o solutie cu o complexitate
de O(P x N) = O(35 x N) va trece toate testele aferente acestui subtask.

Subtask 3:

Ca si in cazul precedent, avem in continuare ca |z;41 — ;| < 70, pentru fiecare i: 1 < i < N,
ceea ce Inseamna ca am putea simula traseul descris, iterand prin fiecare coordonata prin care
masina hibrid se deplaseaza. De asemenea, valoarea absoluta a coordonatelor bornelor este cel
mult egala cu 300000; prin urmare, pentru fiecare deplasare intre doua borne consecutive am
putea aplica acelasi algoritm ca si mai sus. Trebuie avut grija la faptul ca indicii ale caror valori
dorim sa le modificam intr-un tablou unidimensional de frecventa/numarare ar putea deveni si
negativi. Asadar, vom aplica indicilor o translatie spre dreapta cu 300000 pozitii: mai exact,
pozitia —300 000 va fi translatata in pozitia 0, pozitia —299999 va fi translatata in pozitia 1, ..,
pozitia 0 va fi translatata in pozitia 300 000, ..., pozitia 300 000 va fi translatata in pozitia 600 000.

Secventa de cod ar putea deveni:

for(int i = 1; i < N; ++i)

{
int p1 = min(x[i], x[i + 11);
int p2 = max(x[il, x[i + 11);

for(int j=pl; j<=p2; ++j)
++fr[j + 300000];
b

— unde: fr[0,...,600000] este tabloul unidimensional cu ajutorul caruia numaram de cate ori
s-a trecut prin dreptul fiecarei coordonate. Asadar, daca dorim sa stim, de exemplu, de cate ori
am trecut prin coordonata x (—300000 < x < 300000), accesam valoarea fr[xz + 300 000].

Ca si In cazul precedent, complexitatea temporala totala ramane: O(P + N x 71).
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Subtask 4:

Vom simula, In continuare, traseul masinii pe sosea, insa, pentru a ne incadra in limita de timp
data, nu vom mai parcurge coordonate de pe axa numerelor, ci vom parcurge direct lista de
intervale ce descriu cele P portiuni taxabile.

Mai exact spus, vom parcurge fiecare segment (i,i+1) (1 < i < N) al traseului. Vom itera, apoi,
prin lista celor P portiuni, un indice j (1 < j < P) si daca se intampla sa avem: min(x;, z;41) <
st; < max(z;, ¥;11), In lumina observatiei initiale, inseamna ca portiunea taxabild cu indicele j a
fost traversata in timp ce se facea deplasarea de la coordonata bornei i la cea a bornei (i + 1).
Astfel, tot Intr-un tablou unidimensional de frecventa (ce contine P elemente), se va contoriza de
cate ori s-a trecut peste fiecare portiune taxabila.

Astfel, am putea avea urmatoarea abordare:

for(int i = 1; i < N; ++i)

{
int p1 = min(x[i], x[i + 11);
int p2 = max(x[il, x[i + 11);

for(int j = 1; j <= P; ++j)
if(pl < st[j] && st[j] < p2)
++fr2[jl;
}

In mod similar, ca in solutiile descrise anterior, pentru cerinta C' = 1 se determina care este
indicele minim ¢ (1 <4 < P) pentru care valoarea fr2[i] este maxima, iar pentru cerinta C' = 2

se calculeaza suma:
P

Z ¢ X fr2li].

i=1

Complexitatea totala este: O(P x N).

Subtask 5:

Remarcam ca cele P portiuni de sosea sunt incluse complet in portiunea reprezentata de segmentul
[—300 000, 300 000] de pe sosea. Astfel, o observatie este ca, daca masina hibrid trebuie sa parcurga
un segment [I,7] (I < r) de pe sosea, se poate modifica acest interval astfel Incat sa reprezinte
intersectia: [l,7] N [—300000,300000]; in cazul in care intersectia este vida, se poate ignora
segmentul [, 7] de pe traseu, din moment ce parcurgerea acestuia nu va influenta niciuna dintre
cele P portiuni taxabile.

De aceasta data, este nevoie ca marcarea unui interval [[,r] sa fie efectuata in timp constant,
O(1). Astfel, poate fi folosita, de exemplu, metoda Vectorului de Diferente (Difference Array in
Engleza); in Romaénia, aceasta tehnica mai este cunoscuta si sub numele de Smenul lui Mars si
puteti citi mai multe pe infoarena.ro sau pbinfo.ro. Intrucét [ sau r pot avea valori negative, se va
alege din nou o translatie spre dreapta cu 300 000 de pozitii. In momentul actualizarii intervalului,
valoarea de pe pozitia (I 4+ 300000) in tabloul unidimensional folosit pentru Smenul lui Mars va
creste cu o unitate, iar cea de pe pozitia (r + 300000 + 1) va scadea cu o unitate.

Complexitatea totala a acestei solutii este: O(P 4+ N + maxq) si garanteaza trecerea cu succes a
tuturor testelor, unde mazx, reprezinta diferenta maxima dintre doua coordonate vizitate in timpul
efectuarii traseului (considerand intersectiile cu segmentul [—300 000, 300 000]): max, < 600 000.
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4.3 Cod-sursa pentru problema Hibrid

using namespace std;

ifstream f("hibrid.in");
ofstream g("hibrid.out");

using 11 = long long int;

typedef pair<int, int> Segment;
typedef pair<Segment, int> Road;

const int PMAX
const int VMAX

le5;
3e5;

int C, P, N;
Road A[L(PMAX + 10)7;

int VL((VMAX + 1 + VMAX) + 10)1;

void Read()

{
f>>C>P > N;
for (int i = 1; i <= P; ++i)
f >> A[i].first.first >> A[i].first.second >> A[i].second;
return;
}
int my_min(int a, int b)
{
return ((a < b) ? a : b);
}
int my_max(int a, int b)
{
return ((a > b) ?2 a : b);
}
void Solve()
{
int last_X = 0, X = 0;
for (int i = 1; i <= N; ++i)
{
f > X;
if (i > 1)
{
int 1 = my_min(last_X, X);
int r = my_max(last_X, X);
1 = my_max(-VMAX, 1), r = my_min(VMAX, r);
if (1 <=r)
++VI(1 + VMAX)], --VL((r + 1) + VMAX)];
}
last_X = X;
}
for (int i = (-VMAX + 1); i <= VMAX; ++i)
V@ + VMAX)T += VI((@ - 1) + VMAX)1;
return;
}

int main()
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Read();

Solve();

int ans_1 = -1;

11 ans_2 = 0;

for (int i = 1; i <= P; ++i)
{

int X = (A[i].first.first + VMAX);
if (VIX1 > 0)

{
if (ans_1 == -1) ans_1 = i;
else
if (V[X]1 > V[ (Alans_1].first.first + VMAX)]) ans_1 = i;
ans_2 += 1LL * V[X] * A[i].second;
}
}
if (C == 1) g << ans_1;
else g << ans_2;
g << '\n';

return 0;



4.4 Problema Tema

Propusa de: prof. Daniela Lica, Centrul Judetean de Excelenta Prahova

Macarie a primit ca tema la Informatica urmatorul enunt de problema: ,Se considera un sir A cu
N numere naturale nenule, numerotate incepand de la 1 pand la N. Numim secventd o succesiune
de termeni situali pe pozitii consecutive in sir, iar lungimea secventei o reprezinta numarul
de termeni din care este formata. Costul unei secvente este egal cu produsul dintre suma
valorilor prime din secventa si suma celor compuse. Numarul compus este un numar care are cel
putin un divizor natural diferit de 1 si de el insusi, iar un numar este prim dacda are exact doi
divizori naturali distincti, pe 1 si pe el insusi.”.

Stim ca numarul 1 nu este nici numar prim, nici compus, deci nu influenteaza costul niciunei
secvente 1n care se gaseste. Evident, costul unei secvente care nu contine niciun numar prim sau
al unei secvente care nu contine niciun numar compus este egal cu 0. De asemenea, suma valorilor
prime dintr-o secventa care contine un singur numar prim X este egala cu X; In mod similar,
suma valorilor compuse dintr-o secventa care contine un singur numar compus Y este egala cu Y.

Cerinte
Ajutati-] pe Macarie sa rezolve urmatoarele doua cerinte ale temei:

1. Sa se determine lungimea maxima a unei secvente din sirul A pentru care costul ei este mai
mic sau egal decat un numar natural nenul K.

2. Presupunem ca fiecare numar compus din sirul A este inlocuit cu produsul dintre cel mai
mic factor prim al sau si cel mai mare factor prim al sau. Sa se determine secventa de
lungime maxima din sirul nou obtinut, pentru care cel mai mare divizor comun al numerelor
din care este formata este diferit de 1. Se vor afisa pozitiile primului si ultimului element
din secventa. Daca sunt mai multe astfel de secvente de lungime maxima, se va afisa cea
pentru care pozitia primului sau element este maxima.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare tema.in se afla trei numere naturale nenule C', N si K, in
aceasta ordine, separate prin cate un spatiu, unde C este numarul cerintei care trebuie rezolvata
(1 sau 2), iar N si K au semnificatia din enunt. Pe a doua linie se afla N numere naturale nenule,
separate Intre ele prin cate un spatiu, reprezentand, in ordine, termenii sirului A.

Date de iesire
Pe prima linie a fisierului de iesire tema.out:

 se scrie un numar natural nenul, reprezentand lungimea maxima determinata pentru prima
cerinta, daca C' = 1;

» se scriu doua numere naturale nenule, separate printr-un spatiu, reprezentand, in ordine,
pozitiile primului, respectiv ultimului element din secventa de lungime maxima, determinata
conform celei de a doua cerinte, daca C' = 2.

Restrictii

« 2< N < 100000.
« 1< K <10'; Numirul K nu are niciun rol pentru cerinta 2.
e 1 < A; <1000000, pentru fiecare i: 1 <7 < N.
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e In cazul ambelor cerinte, exista o secventa solutie ce are lungimea cel putin
egala cu 2.
« Exista cel putin un element diferit de 1 in sirul A.

# Puncte Restrictii

1 10 C=1siN=2

2 25  C=1si N <4000
3

4

5

6

15 C=1si5000<N
10 C=2siN=2

25  C=2si N <4000
15 C=2si5000<N

Exemple
tema.in tema.out Explicatii

110 45 5 C =1, N=10si K = 45. Secventa

10231458263 (2,3,1,4,5) = (Ag, A3, Ay, A5, Ag) are
costul egal cu (243 +5) x 4 =40. Nu
exista, in sirul A, o secventa de lungime
mai mare si de cost mai mic sau egal decat
45.

2 10 20 5 8 C =2, N=10si K =20. Dupa

1232442497 21163 modificari, sirul A devine:

(1,2,4,4,14,49,7,21,1,21). Exista doua
secvente de lungime maxima pentru care
cel mai mare divizor comun (,,c.m.m.d.c.”)
al numerelor din care sunt formate este
diferit de 1: (2,4, 4, 14) (pozitia in sir a
primului element este 2, iar c.m.m.d.c.-ul
elementelor sale este 2), respectiv
(14,49,7,21) (pozitia In sir a primului
element este 5, iar c.m.m.d.c.-ul
elementelor sale este 7). Pentru ca sunt
doua secvente de lungime maxima, in
enunt este precizat ca se va alege cea
pentru care pozitia primului sau element
este maxima, adica, In acest caz,

(14, 49, 7, 21) - (A5, Aﬁ, A7, Ag)

4.5 Rezolvarea problemei Tema

Pentru cerinta 1, solutia in complexitate O(ValMaz x logValMax 4+ N) obtine punctaj maxim,
adica 50 de puncte. Folosind Ciurul lui Eratostene, in complexitate O(ValMax xlogValMaz),
se vor determina toate numerele prime < ValMaz si, pentru fiecare numar compus, retinem cel
mai mic si cel mai mare factor prim al sau.

Algoritmul de ciur genereaza toate numerele prime. In momentul gasirii unui numér prim p,
marcam toti multiplii lui de la 2 x p pana la cel mult ValMaz ca fiind neprimi. Pentru fiecare
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multiplu (notat cu x), p devine cel mai mare factor prim al lui z (iar daca = avea deja un factor
prim, p il suprascrie). Acest lucru este natural, caci p este cel mai mare numar prim intalnit pana
la acest moment. In plus, dacd la momentul curent x era considerat prim, atunci p devine si cel
mai mic factor prim al acestuia.

Determinarea secventei de lungime maxima, pentru care costul acesteia este mai mic sau egala
cu K, se realizeaza in complexitate O(N), folosind doi indici. Pentru fiecare indice curent i,
considerat capat dreapta al secventei curente, determinam indicele de inceput (din stédnga) al
secventei pentru care produsul nu depaseste K. Daca produsul este mai mare, se renunta la
Alst], incrementand st si actualizand valoarea produsului. Se va retine lungimea maxima a
secventei ce respecta cerinta. Odata determinat st pentru pozitia ¢, dorim sa calculam valoarea
st' pentru pozitia i + 1. Incorporaim A[i + 1] in costul curent. CAt timp costul depaseste K,
este clar ca pentru niciun 7 viitor A[st] nu va mai fi parte din solutie (céci, cu cat vom deplasa i
spre dreapta, cu atdt mai mult vom depasi costul K). Deci, eliminam A[st] si incercam pe rand
valorile st+1, st+2, ... pana revenim sub costul K. Prima valoare acceptabila este capatul stang
st’ corespunzator lui ¢ + 1.

Pentru o solutie care determini in O(N?) secventa, se obtin aproximativ 20 de puncte.
Pentru o solutie care determina In O(N?) secventa, se obtin aproximativ 35 de puncte.
Pentru cerinta 2, solutia in complexitate O(N) obtine punctaj maxim, adica 50 de puncte.

Considerand sirul obtinut dupa transformarea elementelor compuse, vom determina, pentru fie-
care pozitie ¢ din sir, cat de mult ne putem extinde spre stanga si spre dreapta cu o secventa care
contine cel mai mic factor prim al lui A[i] (notat fpmin[Afif]), respectiv cel mai mare factor prim

a lui Ali] (notat fpmaz[A[i]]), astfel:

o st[0][¢] - cel mai mic indice din stanga unde regasim fpmin/A[i/] ca factor in toate elementele
dintre acel indice si ¢;

o st[1][i] - cel mai mic indice din stAnga unde regasim fpmaz/[A[i]] ca factor in toate elementele
dintre acel indice si i;

o dr[0][z] - cel mai mare indice din dreapta unde regasim fpmin[A[iJ] ca factor in toate ele-
mentele de la ¢ pana la acea pozitie;

o dr[1][i] - cel mai mare indice din dreapta unde regasim fpmax[Afi/] ca factor in toate ele-
mentele de la ¢ pana la acea pozitie.

Pentru fiecare element A[i], lungimea maxima a secventei care il contine si care are cel mai mare
divizor comun diferit de 1 este: max((dr[0][¢] — st[0][s] + 1), (dr[1][¢] — st[1][i] 4+ 1)).

Pentru o solutie care determina in O(N?) secventa, se obtin aproximativ 20 de puncte.
Pentru o solutie care determina in O(N?) secventa, se obtin aproximativ 35 de puncte.

O alta abordare In O(NV) foloseste aceeasi tehnica a celor doi indici de la cerinta 1. Pentru
un capat dreapta i, presupunem ca am calculat capatul stang st care produce cea mai lunga
secventa cu c.m.m.d.c. diferit de 1. Cum actualizam secventa pentru 7 + 17 Putem mentine un
vector de frecvente al tuturor factorilor primi din secventa curenta. Cand adaugam sau eliminam
un element in/din secventa, incrementam sau decrementam frecventele celor doi factori (daca
factorii unui element sunt egali, modificam frecventele doar cu 1, nu cu 2). Atunci, o secventa cu
c.m.am.d.c. diferit de 1 are proprietatea ca frecventa cel putin a unui factor de la capatul secventei
este egala cu lungimea secventei. Cand avansam de la 7 la i+ 1, verificam daca secventa [st, i + 1]
mai are aceasta proprietate. Cat timp nu o are, eliminam capatul stang al secventei.
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4.6 Cod-sursa pentru problema Tema

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int NMAX = 1e5 + 5;
const int VALMAX = 1le6;
const long long KMAX = 1LL*1e18;

ifstream f ("tema.in");
ofstream g ("tema.out");

int ALNMAX];

int Task, N;

long long K;

int fpmax[VALMAX+5]; //fpmax[i] - Cel mai mare factor prim a lui i
int fpmin[VALMAX+5]; //fpmin[i] Cel mai mic factor prim a lui i
bool compus[VALMAX+57;

void Ciur () {
// determinam pentru fiecare numar cel mai mic si cel mai mare
// factor prim al in timp ce folosind Ciurul lui Eratostene
// determinam numerele prime <= VALMAX
// numarul x este prim atunci compus[x] = false;
for (int i = 2; i <= VALMAX; i += 2) {
fpmax[i] = fpmin[i] = 2;
compus[i] = true;

}
compus[1] = compus[0] = true;
compus[2] = false;

for (int i = 3; i <= VALMAX; i += 2) {
if (lcompus[i]) {

fpmin[i] = i;

fpmax[i] = i;

for (int j = 2%i; j <= VALMAX; j += i) {
if (fpmin[j] == 0) fpmin[j] = i;
fpmax[j] = i;
compus[j] = true;

3
b

void Read () {
f >> Task >> N >> K;
int S = 0;
for (int i = 1; i <= N; ++ 1)
{ f > A[i];
S += (A[il==1? 1: 0);
3
}

void Solve_1 () {

// pentru fiecare indice curent 1, considerat capat dreapta

// al secventei curente determinam indicele de inceput al secventei
// pentru care produsul nu depaseste K.

// Daca produsul este mai mare se renunta la A[st], incrementand st
// si actualizand valoarea produsului

// se va retine lungimea maxima a secventei ce respecta cerinta
long long S_prim = 0;

long long S_compus = 0;
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int ans_st = 0, ans_dr = -1;
int st = 1;
for (int i = 1; i <=N; ++ 1) {
if (compus[A[i]] && A[i] > 1) S_compus += 1LL * A[i];
if (!compus[A[i]] && A[i] > 1)S_prim += 1LL * A[i];
while (st <= i && S_prim * S_compus > K) {
if (compus[A[st]] && A[st] > 1) S_compus -= A[st];
if (!compus[A[st]] && A[st] > 1) S_prim -= A[st];
++ St;
}
if (i - st + 1> ans_dr - ans_st + 1) {
ans_st = st;
ans_dr alg

}
3
g << ans_dr - ans_st + 1 << "\n';

3

int st[2]1[NMAXI;
int dr[2]1[NMAX;

void Solve_2 () {

//Considerand transformarea numerelor deja efectuata determinam pentru fiecare i

// st[0][i] - cel mai mic indice din stanga unde regasim fpmin[A[i]] ca factor
//1in toate elementele dintre acel indice si 1

// st[1][1] - cel mai mic indice din stanga unde regasim fpmax[A[i1]] ca factor
//1in toate elementele dintre acel indice si 1

// dr[0][i] - cel mai mare indice din dreapta unde regasim fpmin[A[i1]] ca factor
//1in toate elementele de la i pana la acea pozitie

// dr[1][1] - cel mai mare indice din dreapta unde regasim fpmax[A[1]] ca factor
//1in toate elementele de la i pana la acea pozitie

// Pentru fiecare A[1] lungimea maxima a secventei care il contine si are cmmdc > 1

// este = max{dr[0][i] - st[e][i] + 1, dr[1][i] - st[1][i] + 1}

for (int i =0; i < 2; ++ 1)

for (int j = 1; j <= N; ++ j )

st[i1[j] = dr[il[j] = j;

for (int i = 2; i <= N; ++ 1) {
if (A[i] == 1) {
st[0][i] = st[1][i] = i+1;
continue;
3
if (fpmin[A[i]] == fpmin[A[i-11])
st[0]1[i] = st[0]1[i-11;
else if (fpmin[A[i]] == fpmax[A[i-1]])
st[0][i] = st[1]1[i-1];
else st[0][i] = i;
if (fpmax[A[i1] == fpmin[A[i-111)
st[1]1[i] = st[0]1[i-11;
else if (fpmax[A[il]l == fpmax[A[i-111)
st[1]10i] = st[1]1[i-11;
else st[1][i] = i;
}

for (int i = N-1; i >=1; —— 1) {
if (A[i]1 == 1) {
dr[0][i] = dr[1]1[i] = i-1;
continue;
}
if (fpmin[ALi]] == fpmin[A[i+1]])
dr[0][i] = dr[0][i+1];
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else if (fpmin[A[il]l == fpmax[A[i+1]1])
dr[0][i] = dr[1][i+1];
else dr[0][i] = i;
if (fpmax[A[i]] == fpmin[A[i+1]1])
dr[11[i] = dr[0][i+1];
else if (fpmax[A[il]l == fpmax[A[i+1]1])
dr[1]1[i] = dr[1][i+1];
else dr[1][i] = i;
}

int ans_left = 1, ans_right = 0;

for (int i =1; i <= N; ++ 1 ) {
int 1g = dr[0][i] - st[@][i] + 1;
if (lg > (ans_right - ans_left + 1)) {

ans_left = st[0]1[i];
ans_right = dr[0][i];
3
else
if (lg == (ans_right - ans_left + 1) && ans_left < st[0][i]) {
ans_left = st[0][i];
ans_right = dr[0][i];
3
lg = dr[11[i] - st[11[i] + 1;
if (lg > (ans_right - ans_left + 1)) {
ans_left = st[1][i];
ans_right = dr[1][i];
3
else
if (lg == (ans_right - ans_left + 1) && ans_left < st[1][i]) {
ans_left = st[1]1[i];
ans_right = dr[1][i];
3
3
g << ans_left << << ans_right <<

3

’

int main () {

Ciur();

Read();

if (Task == 1) Solve_1();
else Solve_2();

return 0;

3
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Capitolul 5

ONI 2023, clasa a V-a

5.1 Problema Cadouri

Propusa de: prof. Marius Nicoli, Colegiul National Fratii Buzesti, Syncro Soft Craiova

Inaintea vacantei de Paste, la scoala, s-au primit cadouri pentru elevii din clasa a V-a. Sunt N
cutii cu bomboane si se cunoaste numarul de bomboane din fiecare cutie. Numarul de cutii de
bomboane primite de fiecare copil trebuie sa fie acelasi. Acest numar trebuie sa fie
mai mare sau egal cu 2. Cutiile cu bomboane vor fi oferite in ordinea primirii, primele cutii
primului copil, urmatoarele cutii celui de al doilea copil, urmatoarele cutii celui de al treilea copil
etc.

Se doreste sa se imparta cutiile cu bomboane unui numar cat mai mare de copii. De asemenea,
mai este o conditie: sa se Imparta copiilor toate cutiile, sau cel mult una dintre cutii sa ramana
neoferitd. In cazul ci se ia decizia ca o cutie si nu fie dati copiilor, aceasta se pastreazi de
catre doamna diriginta pentru a-i servi pe acestia la intoarcerea la scoala, iar restul cutiilor cu
bomboane se pun pe catedra in ordinea in care au fost primite, fara ca elevii sa stie despre cea
pastrata. Alegerea acestei cutii trebuie facuta astfel incat numarul total de bomboane care
se Tmpart sa fie cit mai mare.

Cerinte

1. Care este numarul maxim de copii care vor primi cadouri?
2. Care este numarul maxim posibil de bomboane pe care le poate primi un copil in conditiile
descrise mai sus?

Pentru ambele cerinte trebuie determinat si numarul de bomboane din cutia care eventual se
pastreaza.

Date de intrare

Fisierul de intrare cadouri.in contine pe prima linie un numar C, indicand cerinta. Pe linia a
doua se afla un numar N, reprezentand numarul de cutii de bomboane primite la scoala. Pe linia
a treia se afla N numere, separate prin cite un spatiu, reprezentdnd numarul de bomboane din
fiecare cutie, in ordinea In care acestea au fost primite.
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Date de iesire

Fisierul de iesire cadouri.out contine doua numere naturale, separate printr-un singur spatiu
liber, cu urmatoarea semnificatie: pentru C' = 1 prima valoare este numarul maxim de copii care
primesc cadouri iar a doua este numarul de bomboane din cutia pastrata; pentru C' = 2 prima
valoare este numarul maxim de bomboane primite de un copil iar a doua reprezinta numarul de
bomboane din cutia pastrata. Daca nu se pastreaza nicio cutie, in fisierul de iesire a doua valoare
scrisa va fi 0 (atit In cazul cerintei 1 cat si In cazul cerintei 2).

Restrictii

e 2< N <100000.
e Numerele de pe linia a treia sunt naturale, nenule, formate din cel mult 9 cifre.

# Puncte Restrictii
1 23 Cc=1
2 7 C=2

Exemple
cadouri.in cadouri.out Explicatii
1 21 Se rezolva cerinta 1. Doi copii primesc
5 cadouri. Cutia cu o bomboana nu este
27412 data nici unui copil.
2 9 1 Se rezolva cerinta 2. Doi copii primesc
5 cadouri, primul copil primeste cutiile cu 2
27412

si 7 bomboane, iar al doilea copil primeste
cutiile cu 4 si 2 bomboane. Deci primul
copil primeste numar maxim de bomboane,
9. Cutia cu o bomboana nu este data nici
unui copil.

5.2 Rezolvarea problemei Cadouri

Notam cu n numarul de cutii primite la scoala. Pentru a oferi cadouri la un numar maxim de
elevi se vor distribui cate doua cutii fiecaruia. Daca numarul de cutii este impar este necesar sa
se pastreze una dintre ele. Pentru a asigura distribuirea unui numar total maxim de bomboane,
cutia pastrata trebuie sa fie una cu numar minim de bomboane.

Cerinta 1

Este necesara determinarea valorii minime din sirul dat si se afiseaza valorile n/2 si acest minim.

Cerinta 2

Daca n este par se vor distribui toate cutiile, iar solutia este maximul din sirul de sume de cate
doua elemente consecutive, v[1] +v[2], v[3] +v[4] ..., (am notat cu v sirul dat la intrare). Pentru
cazul cu n impar apar doua situatii care trebuie analizate. Daca valoarea minima din sir este pe
pozitie impara, maximul care poate fi dat unui copil se poate obtine fie dintre valorile v[1] + v[2],
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v[3] + v[4] ..., formate Inainte de pozitia aparitiei minimului fie dintre valorile v[n] + vin — 1],
v[n — 2] 4+ v[n — 3] formate dupa pozitia aparitiei minimului. Daca minimul este pe o pozitie para
(s& o notam In continuare cu p o pozitie unde se afla minimul), trebuie sa mai luam in calcul si
valoarea v[p — 1] + v[p + 1].

Intrucat elementele sirului dat nu sunt distincte, se observa ca si minimul poate aparea de mai
multe ori. Astfel, trebuie realizate cele prezentate mai sus pentru fiecare pozitie unde se gaseste
un element cu valoarea minima (notdm mai departe cu p o astfel de pozitie).

O abordare care sterge in mod repetat elementul de pe o pozitie p si aplica strategia descrisa
pentru cazul cu n par nu se incadreaza in timp pe toate testele.

Pentru a obtine un program care ruleaza mai rapid vom calcula un sir (notat ms) care la pozitia
i curentd memoreazd cea mai mare sumd a unei valori de forma v[1] + v[2], v[3] + v[4]..., cu
indici mai mici decat ¢ precum si un alt sir (notat md) care memoreaza rezultatele unui calcul
similar din dreapta: la pozitia curenta se afla maximul sumelor de cate doua elemente din perechi
de forma v[n] + v[n — 1], v[n — 2] + v[n — 3], cu indici mai mari ca pozitia curenta. Astfel, la
fiecare pozitie p unde se afla un element cu valoare minima este suficient sa luam in calcul valorile
ms[p— 1], md[p+ 1] (daca p este impar), respectiv ms[p — 2], md[p+ 2] si v[p— 1] +v[p+1] (daca
p este par).

5.3 Cod-sursa pentru problema Cadouri

using namespace std;
int ¢, n, minim, i, s, d, sol;
int v[100010], ms[100010], md[100010];

int main () {
ifstream fin ( );
ofstream fout( )g
fin>>c>>n;
minim = 2000000000;
for (i=1;i<=n;i++) {
fin>>v[il;
if (v[il < minim) minim = v[i];

for (i=2; i<=n; i+=2) {
s = v[i] + v[i-1];
ms[i] = max(ms[i-2], s);

for (i=n-1; i>=1; i-=2) {
d = v[i] + v[i+1];
md[i] = max(md[i+2], d);

}
if (c == 1) fout<<n/2<< :
else
{
if (n%2 == 0) fout<<ms[n]<< g
else
{

for (i=1; i<=n; i++) {
if (v[il == minim) {
if (i%2 == 1) {

sol = max(sol, ms[i-11);
sol = max(sol, md[i+1]);
} else {
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3
}
fout<<sol<<
}
}

sol
sol
sol

’

max(sol, v[i-1]+v[i+11);
max(sol, ms[i-21);
max(sol, md[i+2]);

if (n%2 == 1) fout<<minim<< g

else fout<<
return 0;
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5.4 Problema Legos

Propusa de: stud. Dumitru Ilie, Facultatea de Matematica-Informatica, Universitatea Bucuresti

Un joc de lego are P piese care sunt cuburi identice. Dorel se joaca cu ele pentru a construi
diverse jucarii, dar pentru aceasta are nevoie de ajutorul vostru.

Cerinte

Cunoscandu-se numarul de piese P pe care le are, Dorel vrea sa stie:

1.

2.

Numarul de piese din care poate sa construiasca cea mai mare fundatie. O fundatie are
forma unui patrat si are latura formata din cel putin 3 piese (ca in figura 1).

Numarul de piese din cel mai Tnalt turn care se poate construi. Un turn din piese de lego
Dorel 1l construieste astfel: la inceput va face un patrat pe care il numeste parter (sau etajul
0). Peste acesta va pune 4 piese in colturi pe care le numeste piloni. Apoi, peste piloni, va
pune un nou patrat pe care il numeste etaj 1. Peste acesta va pune din nou piloni, peste
care va pune etajul 2. Si va continua, pana la ultimul etaj. Peste ultimul etaj nu pune
piloni. Toate etajele construite au acelasi numar de piese si au forma de patrat cu latura
de cel putin 3 piese. Inaltimea unui turn este datd de numarul de etaje. Pilonii nu sunt
considerati etaje, acestia fac parte din structura turnului. Daca se pot construi mai multe
turnuri avand aceeasi inaltime, atunci Dorel vrea sa stie numarul de piese al turnului cu
cele mai multe piese.(Vezi figura 2).

Numarul de terenuri de legoball care se pot construi folosind toate piesele de lego. Un
teren de legoball are forma unui dreptunghi in care fiecare latura este formata din cel putin
3 piese (ca in figura 3).

-

L ..
-
-~ .

Figura 1. O fundatie de marime 6 x 6

e
T ‘x‘m

.H'-J
- o,
t"
= T

Figura 2. Un turn de inaltime 3, fiecare etaj are marimea 5 x 5
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Figura 3. Un teren de legoball de marime 6 x 3.

Date de intrare

Fisierul de intrare legos.in contine doua numere naturale nenule C' si P, separate printr-un
singur spatiu liber, reprezentand cerinta respectiv numarul de piese de lego pe care le are Dorel.

Date de iesire

Pentru fiecare din cele 3 cerinte fisierul de iesire legos.out va contine un singur numar care
reprezinta raspunsul la acea cerinta.

Restrictii

e 1 <C <3

« 1 < P < 1000000000

« Pentru cerinta 2 un turn poate fi format doar din parter, dar nu poate fi format din parter
si piloni (deoarece ar avea piloni peste ultimul etaj).

Puncte Restrictii

#
1 31 C=1
2
3

33 C=2
36 c=3

Exemple

legos.in legos.out Explicatii
129 25 Se rezolva cerinta 1. Sunt 29 piese de lego.
Cea mai mare fundatie ce poate fi
construita are dimensiunea 5 x 5, este
formata din 25 de piese.

219 16 Se rezolva cerinta 2. Sunt 19 piese de lego.
Cel mai 1nalt turn care poate fi facut este

format doar din parter. Exista doua astfel
de turnuri, unul are 9 piese iar celalalt 16.
Dintre acestea mai multe sunt in turnul de
16 piese.

318 2 Se rezolva cerinta 3. Sunt doua moduri de
a construi un teren de legoball. Acestea au
dimensiunile 3 x 6, respectiv 6 x 3.
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5.5 Rezolvarea problemei Legos

Cerinta 1

Se determina cel mai mare patrat perfect mai mic decat P. Pentru a face asta vom itera pana
cand patratul numarului iterat depaseste P. Acesta este primul patrat perfect mai mare decét
P, ceea ce Tnseamna ca precedentul este raspunsul.

Cerinta 2

Se observa ca cel mai inalt turn se obtine atunci cand fiecare etaj are dimensiunea 3 x 3 sau atunci
cand fiecare etaj are dimensiunea 4 x 4. O solutie este sa iteram numarul de etaje si sd ne oprim
atunci cand numarul de piese depaseste P. Pentru a optimiza aceasta solutie se face observatia
aditionala ca numarul de piese este de forma 9+ 13- (nrEtaje —1). Din aceasta se obtine formula
generala a numarului de etaje din cel mai inalt turn si apoi formula pentru numarul de piese din
cel mai inalt turn cu etaje de marime 3 x 3. Se repeta rationamentul pentru 4 x 4.

Cerinta 3

Trebuie sa numaram in cate moduri poate fi scris P ca produs de doua numere cu mentiunea
ca nici unul dintre numere sa nu fie mai mic decat 3. Optimizarea este similara cu cea pentru
verificarea primalitatii unui numar, vom itera pana cand d x d depaseste P. Pentru fiecare divizor
vom adauga 2 la raspuns(corespunzator pentru d x § si g x d), cu mentiunea ca daca divizorul
ridicat la puterea a doua este P se va adiuga doar 1 la raspuns (£ = d deci cele doua moduri

d
sunt la fel, d x d si d x d).
5.6 Cod-sursa pentru problema Legos

int main()

{FILE* f=fopen( , );
FILEx g=fopen( R );
int ¢, P, i, ans=0;
fscanf (f, , &c, &P);
if (c==1)
{for (i=3; i*i<=P; ++i);
fprintf(g, , (I-1)*(i-1));
3
else
if (c==2)
{if (P<16) fprintf(g, , 9);
else
if (P<22) fprintf(g, , 16);
else fprintf(g, , (P-9)/13%13+49);
3
else

{for (i=3; i*i<P; ++i)
if (P%i==0) ans+=2;
if (ixi==P) ++ans;

fprintf(g, , ans);
}
fclose(f); fclose(g);
return 0;

}
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5.7 Problema Patinaj

Propusa de: prof. Victor-Claudiv Manz, Colegiul National de Informatica ,Tudor Vianu”
Bucuresti

Clubul Sportiv SEPI are si o sectie de patinaj artistic. Conducerea clubului si-a propus sa
participe la proba de perechi a urmatoarei olimpiade si are de luat unele decizii privind echipele
pe care le poate inscrie.

Fiecare echipa participanta la olimpiada trebuie sa fie formata dintr-o pereche de patinatori (o fata
si un baiat) si un antrenor. In plus, valorile membrilor unei echipe trebuie s fie cit mai apropiate.
Valoarea unui sportiv si respectiv a unui antrenor este calculata pe baza rezultatelor obtinute la
competitiile anterioare. Acestea sunt codificate sub forma unui singur numar cu cel mult 9 cifre.
Fiecare cifra a numarului reprezinta un rezultat anterior, iar suma cifrelor reprezinta valoarea
sportivului, respectiv antrenorului. De exemplu, numarul 18305 codifica rezultatele 1, 8, 3,
0, 5, obtinute la ultimele 5 concursuri, ceea ce corespunde valorii 17(=1+4+8+3 4+ 0+ 5).

La olimpiada fiecare sportiv si fiecare antrenor poate sa faca parte din cel mult o echipa inscrisa.
In plus, pentru fiecare echipd, dacd notim cu Vj; maximul dintre valorile antrenorului, fetei si
baiatului si cu V,, minimul dintre valorile antrenorului, fetei si baiatului, inscrierea In concurs
este permisa doar daca Vy; — V,, < 1.

Cerinte

Cunoscand numerele care codifica rezultatele antrenorilor, fetelor si baietilor, scrieti un program
care sa determine:

1. Numarul maxim de echipe, Np, pe care le poate inscrie Clubul Sportiv SEPI la olimpiada
astfel Incat acestea sa respecte regulile de mai sus.

2. Valoarea maxima, V', a unui antrenor al clubului care poate antrena o pereche de patinatori
(fata, baiat), ce poate fi nscrisa la olimpiada conform regulilor de mai sus si numarul de
variante Ny 1n care se poate alege o echipa care poate fi pregatita de un antrenor de valoare

V.

Date de intrare
Fisierul de intrare patinaj.in contine:

 pe prima linie numarul natural C' care reprezinta numarul cerintei si poate avea una dintre
valorile 1 sau 2;

e pe cea de-a doua linie, un numar natural N, care reprezinta atat numarul antrenorilor
angajati, cat si al fetelor si al baietilor legitimati la club;

 pe fiecare dintre urmatoarele trei linii cate /N valori, despartite prin cate un spatiu. Pe cea
de-a treia linie, acestea reprezinta codificarile rezultatelor anterioare ale celor N antrenori,
pe cea de-a patra linie ele reprezinta codificarile rezultatelor anterioare ale celor N fete, iar
valorile de pe cea de-a cincea linie reprezinta codificarile rezultatelor anterioare ale celor N
baieti.

Date de iesire
Fisierul de iesire patinaj.out va contine:

« pentru cerinta 1: numarul maxim de echipe Np care pot fi inscrise la olimpiada conform
regulilor precizate mai sus;
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» pentru cerinta 2: doua numere naturale, V' si Ny, separate printr-un spatiu, reprezentand
valoarea maxima a unui antrenor al clubului pentru care exista cel putin o pereche
pe care o poate antrena si respectiv numarul variantelor in care clubul poate alege o
echip# care poate fi pregitits de un antrenor cu valoarea V, daca se rezolva cerinta 2. In
cazul In care clubul nu poate inscrie nicio pereche, se va afisa un singur numar: —1.

Restrictii

e 1 <N <100000
o fiecare dintre numerele citite de pe a treia, a patra si a cincea linie e fisierului este un numar
natural cu cel mult 9 cifre.

# Puncte Restrictii
1 ol C=1

2 49 C=2
Exemple
patinaj.in patinaj.out Explicatii
2 Se pot forma cel mult 2 echipe. Prima ar

1 putea fi formata din fata cu codificarea

4 1803 si baiatul cu codificarea 20009 si
8093 18305 20009 188 o . ’
1803 3303331 909 91995 pregatita de antrenorul cu codificarea
8017 20009 0 8017 20009. A doua poate fi formata din fata

3303331, baiatul 8017 si pregatita de
antrenorul 18305.

17 4 Clubul are 4 antrenori cu valorile
2 20=84049+4+3,17=1+8+3+0+5,
4 _ .
8093 18305 20009 188 11_2+0+Q+v0+9$1 17_1+8.+u8.
1803 3303331 909 91995 Valoarea maxima este 20, dar nu exista o
8017 20009 0 8017 pereche pe care sa o poata pregati

antrenorul cu valoarea 20 conform regulilor
impuse. In schimb, un antrenor cu valoarea
17 ar putea pregati o pereche inscrisa la
olimpiada. Sunt 4 variante de alegere a
unei echipe pregatite de un antrenor cu
valoarea 17. Acestea ar putea avea in
componenta fata 3303331 si unul dintre cei
doi baieti cu codificarea rezultatelor
anterioare 8017. O astfel de pereche ar
putea fi pregatita de antrenorul 18305 sau
de 188.

5.8 Rezolvarea problemei Patinaj

Prima observatie importanta este ca, desi codificarile rezultatelor anterioare pot fi numere destul
de mari, valorile asociate sunt cuprinse intre 0 (suma cifrelor lui 0 este 0) si 81 (suma cifrelor
lui 999999999 este 81). Prin urmare, putem construi vectorii de frecventa nra asociat valorilor
antrenorilor, nr f asociat valorilor fetelor si nrb asociat valorilor baietilor.
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Cerinta 1

Pentru fiecare ¢ cuprins intre 0 si 81 vom aduna la rezultat numarul echipelor cu valoarea
membrilor i sau i + 1. Pentru ¢ cuprins intre 0 si 80 acest numar este min(nrali] + nrafi +
1], nrf[i] + nrf[i + 1], nrb[i] + nrb[i + 1]). Pentru fiecare i este necesara actualizarea valorilor
nrali + 1], nrf[i + 1], nrbli + 1], deoarece atunci cand numaram echipele cu valoarea membrilor
©+ 1 sau 7 + 2 trebuie sa excludem antrenorii si sportivii pe care i-am folosit deja in echipe luate
in considerare la pasul 7. Pentru echipele cu valoarea tuturor membrilor 81 mai trebuie adunat
min(nra[81], nr f[81], nrb[81]).

Cerinta 2

Vom parcurge valorile posibile ale antrenorilor si vom determina cel mai mare ¢ cu proprietatea
ca exista cel putin un antrenor cu valoarea 7 si exista atat baieti, cat si fete cu valori din multimea
{i — 1,4} sau exista atat baieti, cat si fete cu valori din multimea {7,7+ 1}. Daca exista un astfel
de i, pe care il notam cu 40, atunci putem forma echipe cu antrenori de valoarea i0 ludnd (in
toate modurile posibile) antrenori cu valoarea 0 si sportivi cu valori din multimea {i0 — 1,40}
sau ludnd antrenori cu valoarea i0 si sportivi cu valori din multimea {i0,70 + 1}. E nevoie de
atentie pentru a nu numara de doua ori echipele in care toti membrii au valoarea exact 0.

5.9 Cod-sursa pentru problema Patinaj

using namespace std;

const int VMAX = 81;

int nr_al1l + VMAX], nr_f[1 + VMAX], nr_b[1 + VMAX];

int main()

{ ifstream in( )
ofstream out( )
int ¢, n, x, sc;
in >> ¢ >> n;
for (int 1 = 0; i < n; i++)
{

in > x;

sc = 0;

do

{
scC += x % 10;
x /= 10;

}

while (x != 0);

nr_alscl++;

for (int i = 0; i < n; i++)

in >> x;
sc = 0;
do
{
sc += x % 10;
x /= 10;
}
while (x != 0);
nr_b[sc]++;
}
for (int i = 0; i < n; i++)

{
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in >> x;

sc
do

{

3

0;

sc += x % 10;
x /= 10;

while (x != 0);
nr_flscl++;

3
if (c 1)
{ int nr = 0;
for (int i = 0; i < VMAX; i++)
{
int minim = min(nr_ali] + nr_ali+1], nr_f[i] + nr_f[i+1]);
minim = min(minim, nr_b[i] + nr_b[i+1]);
nr += minim;
if (minim > nr_al[il)
nr_ali+1] -= min(nr_ali+1], minim - nr_a[i]);
if (minim > nr_f[i])
nr_fl[i+1] == min(nr_f[i+1], minim - nr_f[i]);
if (minim > nr_b[i])
nr_bl[i+1] -= min(nr_b[i+1], minim - nr_b[il);
}
nr += min(nr_a[VMAX], min(nr_f[VMAX], nr_b[VMAX1));
out << nr << "\n";
3
else
{ int v_max_a = -1;
long long nr_var = 0;
for (int i = 0; i <= VMAX; i++)
{
if (nr_a[i]l == 0) continue;
bool exista_st = , exista_dr = g
long long nr_st = @, nr_dr = 0;
if (i > 0 & & nr_f[i] + nr_f[i-1] !'= 0 && nr_b[i] + nr_b[i-1] != 0)
{
exista_st = ;
nr_st = (long long)(nr_f[i]l + nr_f[i-11) * (nr_b[i]l + nr_b[i-11);
3
if (i < VMAX && nr_f[i] + nr_f[i+1] !'= 0 && nr_b[i] + nr_b[i+1] != 0)
{
exista_dr = g
nr_dr = (long long)(nr_f[i] + nr_f[i+1]) * (nr_b[i] + nr_b[i+1]);
3
if (exista_st || exista_dr || (nr_f[i] != 0 && nr_b[i] != 0))
{
v_max_a = i;
nr_var = (nr_st + nr_dr) * nr_ali] - (long long)nr_ali] * nr_f[il]
}
}
out << v_max_a;
if (v_max_a != -1) out << " " << nr_var;
out << "\n";
}
in.close(); out.close();
return 0;

* nr_b[i];
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Capitolul 6

ONI 2023, clasa a VI-a

6.1 Problema Balon

Propusa de: prof. Florentina Ungureanu, Colegiul National de Informatica Piatra-Neamt

Firma TgM produce placi de umflat baloane. O placa de dimensiuni n x m este formata din n linii
cu cate m celule patrate de latura 1, fiecare celula continand un dispozitiv de care poate fi prins
un balon pentru a fi umflat. Un balon are un nivel de umplere b;; cuprins intre 1 (dezumflat) si
nivelul de umplere maxim posibil k. Introducerea unui nou volum de aer intr-un balon umplut la
nivelul maxim k, conduce la spargerea lui (nivel k+ 1). Fiecare balon spart este inlocuit automat
cu un balon nou aflat la nivelul de umplere 1 inainte de a introduce un nou volum de aer in oricare
dintre baloanele de pe placa.

Introducerea aerului in anumite baloane se face printr-o ac-
tionare care consta In urmatorii pasi:

e se conecteaza un sistem cilindru-piston la dispozitivul
dintr-o celula aflata pe linia z si coloana y; N
3 Acfionare
o se selecteaza o valoare naturala nenula d; Acionare 3,53
< . A . . 2,13

e se apasa butonul Air aflat pe manerul pistonului.

[¥8 8 0 o Y
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In urma actionarii butonului Air, fiecare balon situat in pa-

tratul cu coltul din stdnga sus (z,y) cu latura d trece de la

nivelul de umplere curent la nivelul de umplere imediat urmator. Daca patratul de latura d
depaseste una sau mai multe din marginile placii, se transmite aer doar in baloanele aflate in
interiorul acestuia. La actionarea butonului se consuma un numar de unitati de volum de aer
egal cu numarul de baloane aflate in interiorul patratului.

Cerinte

Dandu-se dimensiunile unei placi n si m, nivelul maxim posibil de umplere a unui balon &, numarul
p de actionari ale butonului Air, nivelul initial de umplere al fiecarui balon de pe placa si pentru
fiecare dintre actionarile pistonului cele trei valori x, y si d corespunzatoare, scrieti un program
care determina si afiseaza:

1. numarul de unitati de aer consumate dupa cele p actionari ale butonului Air;

2. numarul de baloane sparte dupa cele p actionari ale butonului Air;

3. nivelul maxim de umplere a unui balon dupa cele p actionari ale butonului Air si numarul
de baloane aflate la acest nivel de umplere.
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Date de intrare

Fisierul de intrare balon.in contine pe prima linie un numar natural C, reprezentand cerinta
ce trebuie rezolvata (1, 2 sau 3), pe a doua linie patru numere naturale nenule n, m, k si p, cu
semnificatia din enunt, pe fiecare din urmatoarele n linii cate m valori reprezentand nivelul initial
de umplere a baloanelor de pe linia respectiva, iar pe fiecare din ultimele p linii cate trei numere
naturale z, y si d corespunzatoare unei actionari a pistonului. Numerele aflate pe aceeasi linie a

fisierului sunt separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire balon.out va contine pe prima linie:

o daca C' =1, numarul de unitati de aer consumate dupa cele p actionari ale butonului Air;
o daca C' = 2, numarul de baloane sparte dupa cele p actionari ale butonului Air;
« daca C' = 3, doua numere separate printr-un spatiu reprezentand nivelul maxim de umplere

a unui balon dupa cele p actionari ale butonului Air si numarul de baloane aflate la acest

nivel de umplere.

Restrictii

« Ce{l,2,3}%

e 1 <n,m,d < 1000;

e 1< <nsil<y<m
e 3<k,p<1000000;

e 1<b;; <k, pentruoricare 1 <7 <msil<j<m

# Puncte Restrictii
1 30 C=1
2
3

35 C=2
35 C=3
Exemple
balon.in balon.out Explicatii

1 13 C=1,n=4m=6k=5sip=2
4652 La prima actionare a pistonului se
1 f i g ; ; consuma 9 unitati de volum de aer
311165 3 corespunzatoare elementelor marcate cu
2424202 galben in figura din enunt.
213 La a doua actionare a pistonului se
353

consuma 4 unitati de volum de aer
corespunzatoare elementelor marcate cu
roz in figura din enunt, deoarece doar
patru dintre baloane sunt in interiorul
patratului de latura 3 cu coltul din stanga
sus In pozitia (3, 5).

o7



2 2 C=2n=4m=6,k=5sip=3.
4653 Dupa prima actionare corespunzatoare
1 f 431 ; ; ; tripletei x=2, y=1, d=3 nivelurile de
311153 umplere devin:
242422 123321
213 225322
353 422153
324 3534 2 2 sinu s-a spart niciun balon.
Dupa a doua actionare corespunzatoare
tripletei x=3, y=>5, d=3 nivelurile de
umplere devin:
123321
225322
422 18
353 4- si s-a spart balonul din pozitia
x=3, y=>5, fiind inlocuit automat cu un
balon nou.
Dupa a treia actionare corespunzatoare
tripletei x=3, y=2, d=4 nivelurile de
umplere devin:
123321
225322
133224
304543 si s-a spart balonul din pozitia
x=4, y=2, fiind Inlocuit automat cu un
balon nou. In total s-au spart 2 baloane.
3 52 C=3n=4m=6,k=5sip=3.
4653 Dupa cele trei actionari, nivelurile de
123321 umplere au devenit:
114322 995399
311153
242422 433224
213 314543
353 Nivelul maxim de umplere a unui balon
324 este 5 si sunt doua baloane cu acest nivel
de umplere.

6.2 Rezolvarea problemei Balon

Cerinta 1

Pentru rezolvarea primei cerinte determinam pentru fiecare actionare a butonului Air descrisa de
tripleta de valori (z,y,d) numarul de baloane in care intra cite o unitate de volum de aer utilizand
formula:

(min(z+d—1,n) —x+1) - (min(y +d—1,m) —y + 1)

si il adunam la volumul total.
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Cerinta 2

Pentru fiecare triplet de valori (x,y,d) marcam intr-o matrice noua (a) colturile patratului/ drept-
unghiului care include baloanele in care se introduce aer. In matricea nou creati determinsm,
utilizand sume partiale, fiecare valoare a;; ca fiind numarul total de unitati de aer care au fost
introduse prin dispozitivul aflat in celula din linia 7 si coloana j de pe placa. Adunam la numarul
de baloane sparte valoarea [a;;/k]. Daca adunind la nivelul initial de umplere (b;;) restul Impar-
tirii lui a;; la k se depaseste nivelul maxim de umplere, numarul de baloane sparte creste cu o
unitate.

Cerinta 3

Construim matricea (a) conform descrierii de la cerinta 2. Actualizam nivelul de umplere al
fiecarui balon b;; adunand restul Impartirii lui a,; la k, iar daca b;; depaseste valoarea maxima
de umplere, vom scadea din b;; valoarea k. Determinam apoi frecventa fiecarui nivel de umplere
posibil si afisam cel mai mare nivel de umplere si frecventa acestuia.

6.3 Cod-sursa pentru problema Balon

using namespace std;

ifstream in( );
ofstream out( );
int c,n,m,k,d,x,y,p,b[nmaxi][nmaxi],alnmaxi][nmaxi],s[Nmaxi];
ull vol,bb;

int main()
{

in>>c;

in>>n>>m>>k>>p;

for (int i=1; i<=n; ++i)

for (int j=1; j<=m; ++j)

in>>b[i][j];
switch(c)
{
case 1:
{
for (int i=1; i<=p; ++i)
{ int xx, yy;
in>>x>>y>>d;
xx=x+d-1;
yy=y+d-1;
if (xx>n)xx=n;
if (yy>m)yy=m;
vol+=TULL* (xx=x+1)*(yy=y+1);
3
out<<vol<< ;
break;
3
case 2:
{

for (int 1=1; 1l<=p; ++1)

{ int xx, yy;
in>>x>>y>>d;
alx]1Lyl++;
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xx=x+d-1;
yy=y+d-1;

if (xx>n) xx=n;
if (yy>m) yy=m;
alx]Lyy+1]1--;
alxx+11Ly]--;
alxx+1][yy+1]++;

for (int i=1; i<=n; ++i)
for (int j=1; j<=m; ++j)
alilljl+=ali-11[j1+alillj-1]1-ali-11[j-11;
for (int i=1; i<=n; ++i)
for (int j=1; j<=m; ++j)

{
bb+=ali][j1/k;
if (b[il[jJ+alil[jI%k>k) bb++;
}
out<<bb<< 2
break;
}
case 3:
{
for (int 1=1; 1l<=p; ++1)
{
int xx, yy;
in>>x>>y>>d;
alx1Lyl++;
Xx=x+d-1;
yy=y+d-1;
if (xx>n) xx=n;
if (yy>m) yy=m;
alx1Lyy+1]1--;
alxx+1]1[yl--;
alxx+1][yy+1]++;
}
for (int i=1; i<=n; ++i)
for (int j=1; j<=m; ++j)
alilljl+=ali-110j1+alillj-11-ali-11[j-11;
for (int i=1; i<=n; ++i)
for (int j=1; j<=m; ++j)
{
b[iJ[jl+=alill[jl%k;
if (b[il[jI>k) b[il[jl-=k;
s[blil[j1]1++;
3
int nivMax=k;
while (nivMax&&!s[nivMax]) nivMax--;
out<<nivMax<<' '<<s[nivMax]<< g
}
}
return 0;
}
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6.4 Problema Magictrick

Propusa de: stud. Mihnea-Vicentiu Buca, Facultatea de Matematica-Informatica, Universitatea
Bucuresti

Richard a pregatit un truc magic pentru a o impresiona pe Dara. Pentru a pune acest truc magic
in practica Richard a cumparat un pachet de N carti pe spatele carora este scris cate un numar
natural nenul.

Totusi Richard considera ca pachetul de carti nu este suficient de bun pentru trucul lui magic.
El se decide sa aleaga un set, de cel putin doua carti, din pachetul cumparat astfel incat acesta
sa aiba coeficientul magic cat mai mare.

Coeficientul magic al unui set de carti reprezinta produsul dintre suma numerelor scrise pe cartile
respective si cel mai mare divizor comun al acestor numere. De exemplu, pentru setul de carti
care au inscriptionate numerele {2, 3, 6, 7, 8} coeficientul magic maxim este 32 si se obtine
pentru setul de carti avand numerele {2, 6,8} (Vezi exemplul 2).

Cerinte
Fiind date numerele scrise pe cele N carti din pachet, sa se determine:

1. coeficientul magic al Intregului pachet de carti;
2. coeficientul magic maxim, alegand din pachet un set de cel putin doua carti.

Date de intrare

Fisierul de intrare magictrick.in, va contine pe prima linie numerele naturale C' si N, unde C
reprezinta cerinta care trebuie rezolvata (1 sau 2), iar N reprezinta numarul de carti cumparate
de Richard. Pe urmatoarea linie fisierul contine N valori, reprezentand numerele ce sunt scrise
pe spatele fiecarei carti. Numerele care se gasesc pe aceeasi linie a fisierului sunt separate prin
cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire magictrick.out contine fie doar raspunsul pentru cerinta 1 (daca C' = 1), fie
doar raspunsul pentru cerinta 2 (daca C = 2).

Restrictii

« Ce{l,2}
« 2< N < 100000
« numerele scrise pe cele N carti au valori cuprinse intre [1, 500 000].

Puncte Restrictii

#
1 20 C=1
2
3

9 C =2, N <1000, iar fiecare numar scris pe cele N carti apartine [1, 6]

11 C =2, N <1000, iar fiecare numar scris pe cele N carti apartine [1, 1 000]

C' = 2, iar numerele scrise pe cele N carti sunt puteri ale aceluiasi numar

4 13 din intervalul [2, 6]

5 47 fara restrictii suplimentare.
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Exemple

magictrick.in magictrick.out Explicatii
15 15 Coeficientul magic al pachetului este:
12345 (1+2+3+4+5)- cmmde(1,2,3,4,5) =
15-1=15
25 32 Coeficientul magic maxim este:
236738 cmmdc(2,6,8) - (24+6+8) =216 = 32

6.5 Rezolvarea problemei Magictrick

Cerinta 1

Pentru rezolvarea primei cerinte calculam cmmdec-ul si suma celor N numere si afisam produsul
celor doua valori obtinute.

Cerinta 2

Solutia 1 - complexitate O(N - Virax) - 20 de puncte:

Avand in vedere cea de-a treia restrictie a problemei, pentru fiecare ¢ de la 1 la Visax, unde Visax
reprezinta valoare maxima inscriptionata pe spatele unei carti, determinam suma si numarul
valorilor care sunt divizibile cu ¢. Raspunsul va fi produsul maxim dintre ¢ si suma valorilor
divizibile cu 7, daca exista cel putin doi multipli de :.

Solutia 2 - complexitate O(N - /Viyax) - 63 de puncte.

Se observa ca singurele numere care pot contribui la raspuns sunt divizorii valorilor inscriptionate
pe cartile din pachet. Vom parcurge fiecare valoare din pachetul de carti, 1i aflam divizorii,
iar pentru fiecare divizor vom contoriza cate valori din pachet sunt multipli ai acestui divizor,
determinand si suma acestor valori.

Solutia 3 - complexitate O(Vasax log(Varax)) - 80 de puncte.

Pentru fiecare numar de la 1 la Vj;4x vom numara si insuma multiplii acestuia inscriptionati pe
cartile din pachetul initial.

6.6 Cod-sursa pentru problema Magictrick

using namespace std;
ifstream fin("magictrick.in");
ofstream fout("magictrick.out");

int cnt[500005], H[500005];
int ¢, n, x, d;

long long sumv[500005];
long long rez, sum, cmmdc = -1;

int main() {
fin >> ¢ >> n;

if (c == 1) {
for (int i = 0; i < n; ++i) {
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fin >> x;

sum += x;

if (cmmdc == -1) cmmdc = x;
else {

int a = cmmdc, b = x, c;

while (b) {
c=a%b;
a=b, b=c;
}
cmmde = a;
}
}
fout << cmmdc * sum;
return 0;
}
for (int i = 0; i < n; ++i) {
fin >> x;
++H[x];
3

for (int i = 1; i <= 500000; ++i)
for (int j = i; j <= 500000; j += i) {
cnt[i] += H[j1;
sumv[i] += (long long)H[j] * j;
}

for (int i = 1; i <= 500000; ++i) {
if (cnt[i] >= 2 and sumv[i] * i > rez)
rez = sumv[i] * i;
}

3
fout << rez<<'\n';

return 0;
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6.7 Problema Puteri3

Propusa de: prof. Daniel Popa, Liceul Teoretic ,,Aurel Viaicu” Orastie

Lui Scortzy ii plac foarte mult bilele si puterile lui 3, astfel si-a organizat colectia de bile In cutii,
dupa urmatoarea regula: in prima cutie a pus o bila, in a doua cutie 3 bile, in a treia cutie 9 bile,
apoi 27,81,243 ..s.a.m.d. Privind linia lunga de cutii Scortzy si-a pus Intrebarea: Ce numar de
bile poate obtine folosind bilele din cutii, fara a le scoate din cutie?

Pentru a raspunde intrebarii a inceput sa formeze numerele: 0 (nici o cutie), 1 (cutia 1), 3 (cutia
2), 4 (cutiile 1 si 2), 9 (cutia 3) .. s.a.m.d., obtinand sirul lui Scortzy, primii termeni ai acestui
sir fiind: 0,1,3,4,9,10,12, 13,27, 28, 30, 31, 36, 37.

Placandu-i noul sir obtinut Scortzy doreste sa rezolve urmatoarele probleme:

Cerinte

1. Citind un numar natural n, determina cate cutii au mai putin de n bile in ele.

2. Citind un numar natural n urmat de n valori naturale x,zs, ..., x,, determina cate bile
sunt, In fiecare dintre cutiile utilizate, pentru a obtine cel de-al x;-lea numar din sirul lui
Scortzy.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului puteri3.in se afla numerele naturale c si n, separate printr-un spatiu.
Daca ¢ = 2 atunci pe urmatoarele n linii se vor gasi n valori naturale =1, x,, ..., z,, cite una pe
linie, ce reprezinta pozitiile din sirul lui Scortzy.

Date de iesire
Fisierul de iesire puteri3.out va contine

» daca ¢ =1, un singur numar care reprezinta solutia cerintei 1;

e daca ¢ = 2, pe fiecare dintre cele n linii ale sale unul sau mai multe numere. Pe linia
a fisierului se vor afla unul sau mai multe numere, separate prin cate un spatiu, In ordine
crescatoare, ce reprezinta numarul de bile din fiecare cutie folosita pentru a obtine numarul
de pe pozitia z; din sirul lui Scortzy.

Restrictii
« Cef{l2);
o 1 SI‘DIQ,...,I}L S 1018

e Pentruc=1,1<n<10"®
e Pentru c =2,1 <n <1000, numarul de bile dintr-o cutie nu are mai mult de 80 cifre.

# Puncte Restrictii

1 20 c=1

2 30 c=2,1<z1,29,...,2, < 1000

3 35 ¢ = 2, numarul de bile dintr-o cutie nu este mai mare decat 10*®
4 15 c = 2, fara restrictii suplimentare

64



Exemple

puteri3.in puteri3.out Explicatii
1 100 5 Cutiile cu 1, 3, 9, 27 si 81 bile au mai
putin de 100 de bile in ele
23 13 Primii termeni ai sirului lui Scortzy sunt:
4 1927 0,1,3,4,9, 10, 12, 13, 27, 28, 30, 31, 36,
14 27
g 37.

Termenul de pe pozitia 4 are valoarea 4 si
se obtine din suma 1+3.

Termenul de pe pozitia 14 are valoarea 37
si se obtine din suma 149+427.

Termenul de pe pozitia 9 are valoarea 27 si
se obtine folosind cutia ce contine 27 bile

6.8 Rezolvarea problemei Puteri3

Cerinta 1

Rezultatul se obtine prin numararea puterilor lui 3 mai mici decat n-ul citit.

Cerinta 2

Se observa ca pentru a forma numerele din sirul lui Scortzy se folosesc valorile (puteri ale lui 3)

conform tabelului de mai jos unde z-ul marcheaza termenii puteri ale lui 3 care sunt folositi.

Pozitie: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Sir: 1 3 4 9 10 12 13 27 28 30 31 36 37
1 X b'd X X b'q X X
3 X b'd b'd X X X

9 X X b'd X X X
27 b'¢ b'¢ b'¢ X b'd X
binar 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | O111 1000 | 1001 1010 | 1011 1100 | 1101

Daca sirurile de z-uri, pe verticala, sunt considerate ca fiind numere in baza 2 se observa ca
diferenta intre pozitia elementului in sirul lui Scortzy si numarul transformat din binar in zecimal
este 1. De aici rezulta si solutia: pentru a obtine un elementul de pe o pozitie data din sirul
lui Scortzy se scade din pozitie valoarea 1 si se transforma in baza 2 numarul obtinut. Daca
numarul are cifra ¢ din reprezentarea In baza 2 are valoarea 1 atunci se foloseste numarul 3* in
determinarea termenului de pe pozitia pozitie. Pentru a mari viteza de calcul se calculeaza la

inceput toate puterile lui 3 pana la valoarea maxima acceptata.

6.9 Cod-sursa pentru problema Puteri3

using namespace std;

ifstream fin
ofstream fou
int a[100][1

unsigned long long n,i,x;

int ¢, k, j,

(
t(
001;

t;




int main()

{
/// precalcul
al0][@]=al[0]1[1]1=1;// 370 e 1 ai are o cifra
for(i=1; i<85; i++)/// calculez 3"i
{
t = 0; ///transportul e 0
alil[e] = al[i-11[Q]; /// va avea cel putin acelasi numar de cifre
for(j=1; j<=ali-11[0]; j++)
{
alill[jl=ali-11[j1*3+t;
t=alill[j1/10; // calculez transportul
alilljl%=10; // pe loc ramane ultima cifra
}
if(t>0) // inseamna ca va creste numarul de cifre
{
alil[++alil[0]]=t;
}
3
fin >> ¢ >> n;
if(c==1)
{
k=0;
for(i=1; i<n; ix=3)k++;
fout << k << "\n";
3
else
{
for(i=1; i<=n; i++)
{
fin>>x;
X==;
if(x==0)fout<<"0";
else
{
for(j=0; x>0; j++, x/=2)
if (x%2==1)

{
for(k=al[j1[0];k>0;k--)fout<<alj1[k];
fout << " ",

3

3
fout<<"\n";
}
3
return 0;
}
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Capitolul 7

ONI 2023, clasa a VII-a

7.1 Problema Dominew

Propusa de: prof. Flavius Boian, Colegiul National ,Spiru Haret” Targu Jiu

Pentru ca se plictiseste si este foarte inteligent, Radu l-a rugat pe prietenul lui, savantul Feder,
sa creeze o activitate care sa-i puna mintea la incercare. Savantul Feder a adus N piese drept-
unghiulare pe care sunt scrise numere naturale si le-a asezat pe masa in ordinea crescatoare a
valorilor scrise pe ele, pe pozitii consecutive, una langa cealalta. Apoi ii da lui Radu, una cate
una, alte M piese dreptunghiulare, pe care sunt scrise numere naturale, intr-o ordine oarecare.
Cand Radu primeste o piesa el trebuie sa o aseze in sirul de pe masa pe cea mai mica pozitie
posibila, astfel incat piesele din sir sa ramana in ordine crescatoare. Evident, sirul de pe masa
se modifica pe masura ce Radu asaza piesele in sir.

Cerinte

Cunoscand sirul pieselor de pe masa, in ordinea In care sunt asezate, precum si cele M piese pe
care le primeste succesiv Radu, scrieti un program care sa afiseze pentru fiecare dintre cele M
piese pozitia pe care aceasta este asezata in sir.

Date de intrare

Fisierul de intrare dominew.in contine pe prima linie numarul natural N. Pe a doua linie se
afla N numere naturale, In ordine crescatoare, reprezentand valorile pieselor din sirul aflat initial
pe masa. Pe a treia linie se afla numarul natural M. Pe cea de-a patra linie sunt M numere
naturale, reprezentand valorile pieselor pe care le primeste Radu, in ordinea in care acesta le
primeste. Numerele scrise pe aceeasi linie sunt separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire dominew.out va contine o singura linie pe care vor fi scrise M valori separate
prin cate un spatiu, cea de a ¢-a valoare fiind pozitia pe care este asezata in sirul de pe masa cea
de a i-a piesa primita de Radu (1 <i < M).

Restrictii

b

« 2< N < 1000000
o« 1 <M <8000
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« Valorile scrise pe piese sunt numere naturale < 10°.
» Pozitiile elementelor din sirul de pe masa sunt numerotate incepand cu 1.

# Puncte Restrictii

1 8 M=1

2 14 1< N,M <100
3

4

5

8 100 < N < 50000, 100 < M < 250
24 N < 100000, 250 < M <1000
46 N <1000000, 1000 < M < 8000

dominew.in dominew.out

255910 mn
3
5112

14 11 513112 20 18
2224789101216 20 21 23 24
7

18 7 20 1 16 25 23

Explicatii

Exemplul 1

Initial pe masa se afla N = 6 piese, in ordine crescatoare. 2 559 10 11 Radu primeste M = 3
piese. Prima piesa are valoarea 5 si va fi asezata in sirul de pe masa pe pozitia 2. Sirul va deveni
2555910 11. A doua piesa are valoarea 1, va fi asezata in sirul de pe masa pe pozitia 1. Sirul
va deveni 125559 10 11. A treia piesa are valoarea 12 si va fi asezata pe pozitia 9 in sirul de
pe masa. Sirul va deveni 125559 10 11 12.

Exemplul 2
Dupa primele 3 inserari, sirul vafi 2224 7789 10 12 16 18 20 20 21 23 24, valoarea 20 ajungand
pe pozitia 13.

7.2 Rezolvarea problemei Dominew

La citire se retin elementele in 2 vectori distincti (primul va avea N elemente, iar cel de-al doilea
M elemente).

In primul rand, se poate observa ca numarul maxim de actualizari este mult mai mic decat
numarul de valori initiale (M < 8000), mult mai mic decat valoarea maxima a lui N, ceea ce ne
duce cu gandul la a procesa separat cei doi vectori pentru a obtine raspunsul intr-un timp optim.

Pe masura ce se citesc elementele din cel de-al doilea vector se identifica pozitia pe care ar trebui
inserate acestea 1n vectorul sortat pana la acel moment. Vom nota valoarea pe care o verificam
la un pas cu z. Pentru fiecare element din sirul de M valori, va trebui mai intai sa cautam binar
in vectorul cu valorile initiale pozitia in care se afla cea mai mare valoare mai mica decat z. Sa
notam aceasta pozitie cu a. Apoi, vom afla si cate valori din vectorul de lungime M situate
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inaintea valorii curente sunt mai mici decat x. Datorita valorii mici a lui M, putem face acest
lucru verificand fiecare pozitie anterioara pozitiei curente. Sa notam acest raspuns cu b.

Astfel, raspunsul corespunzator pentru o valoare citita va fi a + b + 1.

Solutia are complexitatea totalda O(M? 4+ M - log N).

Solutie alternativa

Se vor citi mai intai valorile si se vor sorta valorile din vectorul de lungime M. Apoi, vom aplica
un algoritm de interclasare pentru a raspunde in maniera offline la toate intrebarile, memorand
mai Intai pozitia unde se gaseau acele actualizari in vectorul al doilea, avand grija sa prioritizam
valoarea din vectorul al doilea in caz de egalitate, pentru a respecta restrictia din enunt.

Aceastd solutie are complexitatea totalda O(M? + M + N).
7.3 Cod-sursa pentru problema Dominew

using namespace std;

ifstream f( VE
ofstream g( D

int n, m, i, j, x, st, dr, mij, poz, t;
int a[1000001], b[8001];

int main()

{
f>>n;
for (i=1; i<=n; i++) f>>alil;
>>m;
for (i=1; i<=m; i++)
{
>>b[i];
st=1; dr=n;
poz=0;
while (st<=dr)
{
mij=(st+dr)/2;
if (almijl<b[il)
{
poz=mij;
st=mij+1;
3
else
dr=mij-1;
}
for (t=1; t<i; t++)
if (b[i1>b[t1)
poz++;
g<<poz+1<< ;
}
return 0;
}
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7.4 Problema Pix

Propusa de: prof. Emanuela Cerchez, Colegiul National ,,Emil Racovita” lasi

Robotul Vasile s-a angajat la un depozit de pixuri. Aici pixurile sunt ambalate in cutii. Exista
N tipuri de cutii; intr-o cutie de tipul 7 (1 < i < N) sunt ambalate exact nr; pixuri (nr; <
nry < - < nry). In depozit exista un numar atat de mare de cutii de fiecare tip Incat Vasile
poate utiliza oricate cutii doreste, de orice tip. Sarcina robotului Vasile este sa livreze pixurile
comandate de diferite firme de birotica. El nu stie cate pixuri va avea de livrat la urmatoarea
comanda, dar stie ca vor fi cel mult Vmaz pixuri. Ca urmare, pentru a fi eficient, robotul Vasile
vrea sa isi pregateasca in camera de livrare un numar minim de cutii de pixuri astfel incat sa
poata livra orice numar de pixuri cuprins intre 1 si Vmax folosind cutiile pregatite, evident, fara
a deschide cutiile.

Cerinte

Scrieti un program care citeste valorile N, nry, nry, ... nry si Vmaz si determina numarul minim
de cutii pe care robotul Vasile trebuie sa le pregateasca in camera de livrare astfel incat sa poata
livra orice numar de pixuri cuprins intre 1 si Vmax, fara a deschide nicio cutie.

Date de intrare

Fisierul de intrare pix.in contine pe prima linie numarul natural N reprezentand numarul de
tipuri de cutii. Pe a doua linie se afla N numere naturale in ordine crescatoare, separate prin
cate un spatiu, nry, nry, ... nry reprezentand numarul pixuri ambalate in fiecare tip de cutie. Pe
a treia linie se afla numarul natural Vmaz cu semnificatia din enunt.

Date de iesire

Fisierul de iesire pix.out va contine o singura linie pe care va fi scris un numar natural reprezen-
tand numarul minim de cutii pe care robotul Vasile trebuie sa le pregateasca in camera de livrare
astfel Incat sa poata livra orice numar de pixuri cuprins intre 1 si Vmax.

Restrictii

« 1 <N <100000
e 1 < Vmazx,nr; <102, pentrul <i < N
» Se garanteaza ca pentru toate datele de test exista solutie.

Puncte Restrictii

#
1 20 1<N<I15
2
3

10 15 < N < 600
40 Vmaz < 100000
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pix.in pix.out Explicatii
4 5 Numarul minim de cutii pe care trebuie sa
1235 le pregateasca Vasile este 5 (o cutie de

tipul 1, doud de tipul 2 si doua de tipul 4,
numarul de pixuri din aceste cutii fiind 1,
2,2,5,5)

El poate astfel livra orice numar de pixuri
intre 1 si 15, o modalitate posibila fiind:
cutia de tip 1

o cutie de tip 2

o cutie de tip 1 si o cutie de tip 2

doua cutii de tip 2

o cutie de tip 4

o cutie de tip 1 si o cutie de tip 4

o cutie de tip 2 si o cutie de tip 4

cate o cutie de tipurile 1, 2, 4

: o cutie de tip 4 si doua cutii de tip 2
10: doua cutii de tip 4

11: doua cutii de tip 4 si o cutie de tip 1
12: doua cutii de tip 4 si o cutie de tip 2
13: doua cutii de tip 4, o cutie de tip 2 si o
cutie de tip 1

14: doua cutii de tip 4 si doua cutii de tip 2
15: toate cutiile

Aceasta nu este singura posibilitate de a
alege un numar minim de cutii pentru a
obtine toate valorile de la 1 la 15.

7.5 Rezolvarea problemei Pix

Retinem Intr-un vector nr capacitatile distincte < Vmazx.
Deoarece se garanteaza ca exista solutie, obligatoriu nr[l] = 1.
Vom lua o cutie de tipul 1.

Analizam apoi nr[2]. Daca nr[2] > nr[l] atunci comenzile pentru capacitatea  din multimea
{1,2,..,nr[2] — 1} nu pot fi obtinute decat din mai multe cutii cu capacitatea nr[l] = 1. Deci
vom lua nr[2] — 1 cutii cu capacitatea nr{l] = 1.

Pentru a vedea céte cutii cu capacitatea nr[2] luam trebuie sa analizam nr([3], pentru ca toate
valorile pana la nr[3] — 1 inclusiv sa fi obtinute.

Observam ca daca am lua j cutii de capacitate nr[2] am obtine toate comenzile cu capacitatea x
din multimea {1,2,...(j + 1) - nr[2] — 1}. S& generalizam acum.

Sa notam cu sum suma capacitatilor cutiilor luate pana la pasul ¢ (acestea reprezinta valoarea
maxima pentru care avem solutie pana la acest pas).

Cate cutii cu capacitatea nri] vom lua?

Daca nrfi + 1] — 1 < swm nu are rost sa luam cutii cu capacitatea nr[il.
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Determinam cate de cutii cu capacitatea nr[i] sunt necesare astfel incat nr[i + 1] — 1 > cate -
nrli| + sum.

Pentru ca formula sa functioneze si pentru ¢ = n vom initializa componenta n + 1 a vectorului nr
cu Vmax + 1, astfel ca la pasul n vom asigura toate comenzile pentru capacitatile z < Vmax.

7.6 Cod-sursa pentru problema Pix

using namespace std;

ifstream fin("pix.in");

ofstream fout("pix.out");

int n, 1lg;

long long int nr[NMAX];

long long int a[NMAX];

long long int vmax, rez, sum, ultima, cate;

int main()
{int 1i;

fin>>n;

for (i=1; i<=n; i++) fin>>alil];
fin>>vmax;

nrf1]=al1]; 1lg=1;
for (i=2; i<=n; i++)

{if (alil==ali-1]) continue;
if (alil>vmax) break;
nri++lgl=alil;

3

n=1g; nrln+1]=vmax+1;
rez=nr[2]-1; sum=nr[2]-1;
for (i=2; i<=n; i++)
{
if (nr[i+1]-1<=sum) continue;
cate=(nr[i+1]-1-sum)/nr[il;
if (cate*nr[iJ+sum<nr[i+1]-1) cate++;
rez+=cate;
sum+=catexnr[i];
3
fout<<rez<<'\n';
fout.close();
return 0;

}
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7.7 Problema Secvmin
Propusa de: stud. Theodor-Gabriel Tulba-Lecu si loan-Cristian Pop, Universitatea Politehnica
Bucuresti

Fie un sir de n numere naturale vy, vs, .., v,, unde v; reprezinta al ¢-lea numar din sir. O
subsecventa [x,y| a sirului v (cu 1 <z <y < n) contine toate elementele vy, Vyi1, ...V 1, vy.

Cerinte

Fiind date doua numere naturale n si £ si un sir v de n numere naturale, scrieti un program
care sa raspunda la urmatoarea Intrebare: cate subsecvente contin simultan cele mai mici £k valori
distincte din sir?

Date de intrare

Fisierul de intrare secvmin.in contine pe prima linie numerele n si k, iar pe cea de a doua linie
se vor afla numerele naturale vy, v, ..v,, cu semnificatia din enunt. Numerele scrise pe aceeasi
linie sunt separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire secvmin.out va contine o singura linie pe care va fi scris raspunsul la cerinta
problemei.

Restrictii
e 1 <n < 1000000
e 1<k<5h
e 1< 1000000000, pentrul <z <n
« Se garanteaza ca sirul va contine cel putin k valori distincte.

# Puncte Restrictii
1 23 k=1
2 32 k=2
3 45 3<k<5

Exemple
secvmin.in secvmin.out Explicatii
71 19 k = 1. Cea mai mica valoare din sir este
1322132 egala cu 1.

Subsecventele care contin valoarea 1 sunt:

[11], [12], [13], [14], [15], [16], [17],

Y Y Y

[2 5], [26], [27]
[3 5], 36, [37),
[4 5], [4 0], [4 7],
[55], [56], [5 7).

oUW
SN
ST
===
SISO
i

) I
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-

din sir este egala cu 2.

, [16], [17],

2 15 k = 2. Cea mai mica valoare din sir este
522152 egala cu 1, iar a doua cea mai mica valoare

Subsecventele care contin valorile 1 si 2

7.8 Rezolvarea problemei Secvmin

Sa consideram cele mai mici valori distincte din sir ¥y, yo, . . . Y.

Pentru fiecare pozitie ¢ din sir vom calcula si vom actualiza valorile last;, lasts,

... last; cu sem-

nificatia last; este cea mai mare pozitiec mai mica sau egala decat ¢ In care a aparut valoarea

Yj-

Se observa ca o secventa care are capatul dreapta in pozitia 7 va contine toate cele k valori minime
daca si numai daca capatul stanga al secventei este mai mic sau egal decat toate valorile last;.

Pentru a obtine solutia, la fiecare 7 actualizam sirul last si adunam la solutie valoarea minima a

acestul sir.

Pentru a forma si actualiza sirul last este necesar ca in prealabil sa avem calculate cele k valori

minime, dar aceasta se poate realiza inca de la citire prin inserarea in sirul y a
valori atunci cand ele apar.

celor mai mici k

Sirul last se initializeaza cu 0 si se actualizeaza de fiecare data cand la o pozitie ¢ apare una dintre

cele k valori minime. Solutia are complexitatea N - K.

7.9 Cod-sursa pentru problema Secvmin

using namespace std;
ifstream f("secvmin.in");
ofstream g("secvmin.out");
const int N = 1000010;
int n, k, x[NI, y[10], last[10];
int64_t sol;
int main()
{
f>>n>>k;
for (int i=1; i<=k; i++) y[i]=1000000010;
for (int i=1; i<=n; i++)
{
int val;
f>>val;
if (val<y[kl)
{
int p=1;
while (val>y[pl) pt+;
if (val<y[pl)
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int g=k;
while (g>p)
{
yLal=y[q-11;
q--;
3
y[pl=val;
3
3
x[il=val;
3
for (int i=1; i<=n; i++)
{
int cnt=n+1;
for (int j=1; j<=k; j++)
{
if (x[i]==y[j1) last[jl=i;
cnt=min(cnt,last[j1);
3
sol+=cnt;
3
g<<sol;
return 0;
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Capitolul 8

ONI 2023, clasa a VIII-a

8.1 Problema Castel

Propusa de: stud. Sebastian Popa, Facultatea de Matematica-Informatica, Universitatea
Bucuresti

Dupa ce a scapat de SPAN si a devenit imparat, HARAP-ALB a decis sé-si construiasca un nou
castel In imparatia sa ce poate fi reprezentata cu ajutorul sistemului de coordonate carteziene. El
stie c& ROS-IMPARAT a construit N + 1 garduri dreptunghiulare, insa stie si ci acesta este cam
zgarcit si nu a folosit cele mai bune materiale.

HARAP-ALB a invatat din greseli, iar acum Incearca sa se fereasca de pericole cat de mult poate.
De aceea, el vrea sa isi amplaseze castelul Intr-un punct din sistemul cartezian care sa se afle in
interiorul a cel putin N dintre cele N + 1 garduri.

Cerinte

Fiind date numarul natural nenul N si coordonatele celor N + 1 garduri (perechi de colturi
stdnga-sus si dreapta-jos), sa se determine (in cazul in care exista) punctul cel mai apropiat de
originea sistemului de coordonate unde HARAP-ALB isi poate amplasa castelul astfel incat
acesta sa se afle in interiorul a cel putin NV garduri.

Date de intrare

Fisierul de intrare castel.in contine pe prima linie numarul natural nenul N, cu semnificatia de
mai sus. Urmatoarele N + 1 linii contin cate patru numere naturale a;, b;, ¢;, d; (1 <i < N +1),
separate intre ele prin cate un spatiu, reprezentand coordonatele gardurilor. Coltul din stanga-sus
al gardului 7 se afla In punctul de abscisa a; si ordonata b;, iar cel din dreapta-jos in punctul de
abscisa ¢; si ordonata d;.

Date de iesire

Fisierul de iesire castel.out contine pe prima linie doua numere naturale, reprezentand abscisa,
respectiv ordonata punctului determinat conform cerintei. Daca sunt mai multe astfel de puncte,
se va alege cel cu abscisa minima. Daca nu exista niciun astfel de punct, se va afisa mesajul

NU.
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Restrictii

1 < N < 200000.

0 <a b, ¢, d; <100000 si a; < ¢, di < b;, pentru fiecare 7: 1 <7 < N + 1.

Laturile tuturor dreptunghiurilor sunt paralele cu axele de coordonate ale sis-
temului cartezian.

Originea sistemului de coordonate se afla in punctul (0, 0).

Interiorul unui gard contine si gardul (conturul).

Pot exista dreptunghiuri degenerate, adica segmente (paralele cu axele de coordonate) sau
puncte.

Pot exista dreptunghiuri identice.

Distanta dintre doua puncte situate la coordonatele (a,b), respectiv (¢, d) este egala cu

V(c—a)?+ (d—b)2.

# Puncte Restrictii

1 19 N <200 si a;, b, ¢;, d; < 200, pentru fiecare i: 1 <7 < N + 1.

2 30 N <2000

3 o1 Nu existd alte restrictii suplimentare

Exemple
castel.in castel.out Explicatii
3 22 Zona hasurata cu rosu reprezinta punctele
1432 ce se afla in interiorul a cel putin 3
: i i 2 dreptunghiuri. Punctul (4,2) respecta, de
535 asemenea, cerinta. Dintre toate acestea,
(2,2) este cel mai apropiat de origine.

4 NU Niciun punct nu se afla in interiorul a cel
1452 putin 4 garduri, asa cum se poate observa
i g g 1 din cea de a doua diagrama de mai jos.
3645
2554
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8.2 Rezolvarea problemei Castel

Problema se rezuma la a afla daca, din N + 1 dreptunghiuri date, putem alege N care sa aiba
intersectia nevida.

Subtask 1

Se foloseste o matrice pentru a simula intersectiile dreptunghiurilor. Astfel obtinem complexitatea
O(N-VAL MAX?), unde VAL MAX este maximul coordonatelor dreptunghiurilor.

Subtask 2

Se elimina, pe rand, fiecare dreptunghi, si se face intersectia celor ramase. Complexitatea obtinuta
este O(N?).

Solutia completa

Se observa ca intersectia a doua dreptunghiuri ce au laturile paralele cu axele de coordonate
este fie un dreptunghi, fie multimea vida. Astfel, intersectia a doua dreptunghiuri (z1,y1, 2, y2)
si (23, Y3, T4, ys) este un dreptunghi (zs,ys, ¢, ys) cu x5 = max(z1,23), ys = min(y;, ys), T =
min(xs, x4), y¢ = max(ya,ys). Dacd x5 > x6 sau ys > ys, intersectia celor doua dreptunghiuri
este, de fapt, multimea vida.

Observam ca intersectia dreptunghiurilor este comutativa si asociativa. Construim doi vectori
auxiliari pre si suf astfel: pre[i] este egal cu intersectia dreptunghiurilor 1,2, .. .4, iar suf[i] este
egal cu intersectia dreptunghiurilor ¢, +1,... N 4 1. Daca v; este al i-lea dreptunghi, pre[l] = v;
si preli] este egal cu intersectia dintre pre[i — 1] si v; pentru ¢ > 1. Analog se calculeaza suf.

Asadar, pentru a gasi punctele ce apartin intersectiei a cel putin N dreptunghiuri excludem
pe rand cate un dreptunghi si calculam, In timp constant, intersectia celor ramase. Pentru
1 < i < N + 1, intersectia obtinuta prin eliminarea dreptunghiului v; este egala cu intersectia
dintre pre[i — 1] si suf[i + 1]. Se procedeaza asemanator si pentru i = 1si ¢ = N + 1. Pentru
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fiecare intersectie nevida gasita alegem punctul din stdnga-jos al dreptunghiului obtinut (deoarece
toate coordonatele sunt pozitive, deci acela este cel mai apropiat de origine) si comparam cu un
minim global.

Complexitatea obtinuta este O(N).

Solutie alternativa

O alta solutie, tot in O(XN), porneste de la urmatorul rationament. Intersectia tuturor dreptun-
ghiurilor, daca exista, este un dreptunghi de coordonate (a,b) — (¢, d). In particular,

a=max{a;|l <k <N +1}

Cum se modifica aceasta coordonata daca eliminam al i-lea dreptunghi? Daca a; # a, atunci a
nu se modifica. In schimb, daca a; = a, atunci a capata valoarea celui de-al doilea maxim al
multimii {ax}. Similar rationam si pentru ceilalti trei parametri ai intersectiei, b, ¢ si d.

Algoritmul calculeaza primele doua maxime sau minime pentru fiecare dintre cei patru parametri:
max{ay}, min{bs }, min{c;}, max{dy}. Apoi elimina fiecare dreptunghi pe rdnd si determina in
O(1) intersectia (vida sau nu).

8.3 Cod-sursa pentru problema Castel

const int nmax = 5 + 1e6;
using namespace std;

ifstream f( );
ofstream g( ) g
long long result = LLONG_MAX;
int n, rx, ry;

void check(int x, int y)

{
static long long d;
d=111 % x *x x + 111 x y % y;
if (d < result || (d == result && x < rx))
rx = x, ry =y, result = d;
3

struct rectangle

{
int x1, y1, x2, y2;
} vinmax], prelnmax], suflnmax], e{-2, -2, -2, -2}, z{-1, -1, -1, -13};

rectangle intersection(const rectangle &a, const rectangle &b)

{
if (a.x1 + a.x2 + a.yl + a.y2 == -8)
return b;
if (b.x1 + b.x2 + b.yl + b.y2 == -8)
return a;

static int nx1, nyl, nx2, ny2;
static rectangle r;

nx1 = max(a.x1, b.x1);

nyl = min(a.y1, b.y1);

nx2 = min(a.x2, b.x2);

ny2 = max(a.y2, b.y2);

if (nx1 > nx2 || ny2 > nyl)
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return z;
r = {nx1, nyl, nx2, ny2};

return r;
}
int main()
{
f > n;
pre[0] = pre[n + 2] = suf[0] = sufln + 2] = {-2, -2, -2, -2}%;
for (int i = 1; i <= n + 1; i++)
{
f >> v[il.x1 >> v[il.y1 >> v[i]l.x2 >> v[i].y2;
pre[i] = intersection(preli - 1], v[il);
3
for (int i =n+1; 1> 1; i--)
suf[i] = intersection(sufli + 1], v[il);
for (int i = 1; i <=n+ 1; i++)
{
static rectangle r;
r = intersection(prel[i - 1], sufl[i + 1]);
if (r.x1 +r.yl + r.x2 + r.y2 1= -4)
check(r.x1, r.y2);
3
if (result != LLONG_MAX)
g << rx << " " <K ry;
else
g << "NU";
return 0;
}
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8.4 Problema Kth

Propusa de: stud. Andrei Onut, Universitatea Yale, S.U.A.

Se da un sir V' ce contine N numere intregi numerotate incepand de la 1: Vi, Vs, ..., Vy si
doua numere naturale nenule K si L, cu proprietatea ca: 1 < K < L < N. MIHAI studiaza
doar secventele de lungime L, adica secventele formate din exact L elemente situate pe pozitii
alaturate in acest sir V.

El isi poate pune urmatoarea Intrebare: ,Daca as rearanja, in ordine crescatoare, elementele
secventei de lungime L care Incepe la pozitia poz in sirul V, ce valoare s-ar afla pe pozitia a K-a
in cadrul secventei rezultate?”. Pentru secventa din sir care incepe la pozitia poz si are L elemente,
adica Vpoz, Vpozt1, - - -5 Vpoz+1—1, valoarea elementului de pe pozitia a K-a in cadrul secventei este

‘/poz—&-K— 1

Cerinte

Ajutati-l pe MIHAI sa afle care este raspunsul corect pentru () Intrebari de tipul descris mai sus!

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare kth.in se afla trei numere naturale nenule N, K si L,
separate intre ele prin cate un spatiu, cu semnificatiile de mai sus. Pe urmatoarea linie se afla,
separate intre ele prin cate un spatiu, /N numere intregi, reprezentand, in ordine, elementele
sirului V. Pe urmatoarea linie se afla numarul natural nenul (), reprezentand numarul de intrebari
formulate de catre MIHAI. Pe fiecare dintre urmatoarele () linii se afla cate un numar natural nenul
poz, reprezentand pozitia de inceput a secventei de L elemente pentru care se pune intrebarea
respectiva.

Date de iesire

Fisierul de iesire kth.out va contine () linii. Pe linia ¢ se va afla un numar Intreg ce reprezinta
raspunsul la intrebarea 7, in ordinea data in fisierul de intrare, pentru fiecare i: 1 <17 < Q.

Restrictii

e 2< N <300000si1 <@ <300000.

e« —50000 < V; < 50000, pentru fiecare i: 1 <7 < N.

e 1 <poz< N — L+ 1, pentru fiecare dintre cele () intrebari.

e Valorile poz din cadrul celor () intrebari nu sunt neaparat distincte intre ele oricare doua.

Puncte Restrictii

7 Q=1s1Vy =V, =...=Vy, adica elementele din sirul V' au aceeasi valoare

#
1
2 11 Q,N <200
3
4
5
6

12 Q,N <1000si1<V; <2000, pentru fiecare 7: 1 <7 < N
14 Q,N <1000
27 1 <V; <23, pentru fiecare i: 1 <i < N

29 Nu exista alte restrictii suplimentare

81



Exemple

kth.in kth.out Explicatii

523 1 Sunt N = 5 elemente In sirul

4-5214 2 V = (4,-5,2,1,4). Pentru prima intrebare

2 (pentru care poz = 2), daca secventa

: formata din L = 3 elemente: (V5, V3, V) ar
fi ordonata crescator, aceasta ar deveni:
(—5,1,2), ceea ce Inseamna ca pe cea de a
doua (K = 2) pozitie In cadrul ei s-ar afla
valoarea 1.

523 Sunt N = 5 elemente in sirul

15243 2 V=(1,5,24,3), K=2si L =3

; () = 2 intrebari formulate.

:

8.5 Rezolvarea problemei Kth

Subtask 3

Fie: Max = valoarea cea mai mare a unui element din sirul V' dat = max(V;), unde: 1 <i < N.
Din restrictia 1 < V; <2000, pentru fiecare i: 1 <47 < N, deducem ca 1 < Maz < 2000.

Fiecare intrebare dintre cele () va fi rezolvata imediat dupa citirea valorii poz corespunzatoare,
astfel:

1. Se initializeaza un tablou unidimensional de frecventa/numarare cnt[l, ..., Maz|. La ince-
put, cnt[z] = 0, pentru fiecare z: 1 < x < Max.

2. Se itereaza cu ajutorul unui indice j (unde: poz < j < poz + L — 1) prin secventa de L
elemente pentru care trebuie sa dam raspunsul la intrebare. Cand se ajunge in dreptul valorii
V;, vom marca corespunzator o noua aparitie in tabloul ent, astfel: ent[V;] = cnt[V;] + 1.

3. Dupa aceasta traversare (prin exact L elemente): cnt[x] = [de cite ori se gaseste valoarea x
in secventa Vios, .. ., Vipoztrr—1). Acest numar este egal cu 0 in cazul in care nu exista niciun
indice y: poz <y < poz+ L — 1, pentru care V,, = x.

4. Pentru a gasi raspunsul la intrebare, dorim sa gasim cea mai mica valoare val, pentru care se
intdmpla: entfval] > 0 (ne asiguram ca val exista in secventa de lungime L corespunzatoare
intrebarii curente) si: ent[1]4cnt[2]+. .. +cnt[val] > K. Acest pas poate fi efectuat printr-o
parcurgere liniara a tabloului de frecventa cnt.

Complexitatea totala a algoritmului este: O(N + @ x (L + Max)).

Subtask 5

Intrucdt 1 < V; < 23, pentru fiecare i: 1 < i < N, inseamns ci, pentru fiecare dintre cele Q
intrebari raspunsul este un numar din multimea: {1,2,3,...,22,23}.

Astfel, putem considera urmatorul tablou bidimensional (de sume partiale): num|x][i] = [cate
elemente din multimea {V3, V4, ..., V;_1, V;}, adica din prefixul [1, 7] din sir, sunt egale cu numarul
intreg z|, pentru fiecare x: 1 <x <23 si4: 1 <i < N. (Se considera: num|x][0] = 0.)

Prin urmare, pentru a raspunde la o intrebare, trebuie, din nou, sa determinam cea mai mica
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valoare val (1 < wal < 23), pentru care: (num[val|[poz + L — 1] — num[val][poz — 1]) > 0 si:

val

Z(num[@] [poz + L — 1] — numli][poz — 1]) > K.

i=1
Aceasta metoda poate fi implementata testind, pe rand, fiecare valoare posibila pe care val o
poate lua; sunt cel mult 23 de astfel de valori.

Complexitatea totala a algoritmului este: O(N x 23+ @ x 23) = O(23 x (N +Q)).

Subtask 6

O solutie care garanteaza trecerea cu succes a tuturor testelor, de exemplu, se poate baza pe
metoda Impdrtirii in bucdti de mdrime sqrt(n) (Sqrt Decomposition in Englezi); in Romania,
aceasta tehnica mai este cunoscuta si sub numele de Smenul lui Bogdan Batog si puteti citi mai
multe pe infoarena.ro. Tehnica aceasta va fi utilizata pentru o mai eficienta procesare a, in esenta,
unor tablouri unidimensionale de frecventa/numarare.

De asemenea, vom alege sa pre-procesam (inainte de a citi numarul @ din fisierul de intrare)
raspunsul pentru fiecare pozitie de inceput posibila poz a unei secvente de lungime L. Sunt exact
N — L + 1 astfel de pozitii de inceput.

De remarcat! Pentru a evita procesarea de numere/valori negative, putem creste valoarea
fiecarui element din sirul V' cu un numar intreg constant; de exemplu, putem creste cu 50 001
fiecare element: V; = V; + 50001, pentru fiecare i: 1 <i < N. Acum, elementele din sirul initial
pot avea doar valori intregi pozitive cuprinse in intervalul [1,100001]. Cénd se va efectua afisarea
unui raspuns, trebuie sa avem grija, la final, sa scadem din el aceasta constanta 50 001.

Sa notam: vMax = valoare maxima din sirul V, dupa ce fiecare element a fost crescut cu
valoarea 50 001. De vreme ce [vVoMazx]| < [+/100001] = 317, putem considera urmatorul tablou
unidimensional cu 316 elemente, numerotate incepdnd de la 1: t[i] = [cate valori cuprinse intre
((1 —1) x 317 + 1) si min((i x 317),vMaz) exista in sirul V in cadrul secventei de lungime L:
Viozs - - s Voort1—1], pentru fiecare i: 1 < i < 316; cu alte cuvinte, elementul ¢[i] (sau bucket-ul
i) retine informatie despre valorile: ((¢ — 1) x 317+ 1),...,min((¢ x 317),vMaz). Variabila poz
reprezinta indicele cu ajutorul caruia efectuam pre-procesarea: 1 < poz < N — L + 1.

Cand se realizeaza trecerea de la poz la poz + 1, avem grija sa stergem o copie a valorii V),
si sa adaugam o copie a valorii V.4 In structura reprezentata de t. Ambele operatii, atat de
stergere, cat si de adaugare a unei valori x, pot fi realizate In O(1), prin modificarea elementului

corespunzator: t[ —x'gf;GH

Din nou, pentru a afla raspunsul pentru secventa curenta (din cadrul pre-procesdrii) trebuie
determinata cea mai mica valoare val (1 < wval < 100001), pentru care t[j] > 0 si: ¢[1] 4 ¢[2] +

o+t — 1]+ t[j] = K, unde: j = | 24310 ] Aceasta operatie poate fi efectuatd in O(vVvMaz).

Complexitatea totala a algoritmului este: O(N x vVoMaz + Q).

Solutie alternativa - prof. Stelian Ciurea

Tata si o solutie iIn O(N X log L 4+ Q). Ea depinde de existenta unei structuri de date care sa ne
ofere operatii de inserare, de stergere si de aflare a maximului si a minimului in timp logaritmic.
Precalculam intr-un tablou unidimensional B raspunsurile la toate intrebarile posibile. Astfel,
BJi] va retine raspunsul pentru secventa V[i...i + L — 1] (pentrui: 1 <i < N — L+ 1).

Vom procesa toate secventele de lungime L de la stanga la dreapta. Vom mentine elementele
secventei curente In doua grupe: in grupa 1 cele mai mici K elemente, iar in grupa 2 cele mai
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mari L — K elemente. In acest caz, raspunsul la intrebare este valoarea maxima din grupa 1.
Acum, presupunand ca am calculat aceste doua grupe pentru secventa care incepe la pozitia i,
vom determina cele doua grupe pentru secventa care incepe la pozitia ¢ + 1. Pentru aceasta,
observam ci secventa care incepe la i + 1 contine in locul valorii V[i] valoarea V[i + L]. In
concluzie, vom sterge valoarea V[i] din grupa in care se afla si vom insera In grupa potrivita
valoarea V[i + L]. Pentru a determina grupele in care facem stergerea, respectiv inserarea, vom
compara fiecare dintre cele doua valori cu maximul din grupa 1; daca sunt mai mici, stergerea si
inserarea se vor face in grupa 1, altfel in grupa 2. Observatie: daca stergerea si inserarea se fac in
grupe diferite, atunci marimile celor doua seturi vor devia de la cele dorite (K si L — K). Putem
reechilibra grupele transferand, dupa caz, maximul grupei 1 in grupa 2 sau minimul grupei 2 in
grupa 1.

Pentru prima secventa, cele doua grupe trebuie construite in mod diferit. O varianta este sa
inseram primele K wvalori in grupa 1, apoi pe celelalte L — K sa le inseram cu reechilibrarea
grupelor. O alta varianta este sa inseram pur si simplu toate valorile in grupa 1 si sa facem
reechilibrarea grupelor doar in momentele in care notam raspunsurile la intrebari.

O structura de date care ofera aceste operatii este multiset, declarata in biblioteca <set>. O
alta structura este un heap, care insa trebuie implementat cu grija, caci varianta de baza nu ofera
stergerea unui element arbitrar, ci numai a maximului/minimului.

8.6 Cod-sursa pentru problema Kth

using namespace std;
ifstream f("kth.in");
ofstream g("kth.out");

const int NMAX = 3e5 + 1;
const int absVMAX = 5e4;
const int ADD = absVMAX + 1;
const int DIM = 317;

int N, K, L;

int VINMAX], Max = (int)(-1eb);
int ans[NMAX];

int frL((absVMAX << 1) + 10)1;
int M, cnt_bucket[(DIM + 5)1;

int my_max(int a, int b)

{
return ((a > b) ? a : b);
}
void Read()
{
f>> N> K> L;
for (int i = 1; i <= N; ++i)
f >> V[i], V[i] += ADD, Max = my_max(Max, V[il);
return;
}
int Find(int pos)
{
return (int)((pos + DIM - 1) / DIM);
}
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void Modify(int X, int Val)

{
fr[X] += Val;
cnt_bucket[(int) (Find(X))] += Val;
return;
}
int Find_Kth()
{
int sum = 0, ans = 0;
for (int i = 1; i <= M; ++i)
{
sum += cnt_bucket[i];
if (sum >= K)
{
int sum_prime = sum - cnt_bucket[i];
int need = K - sum_prime;
int left = ((i - 1) * DIM + 1), right = (i * DIM);
for (int x = left; x <= right; ++x)
if (frix] > 0)
{
need -= frx];
if (need <= 0)
{
ans = x;
break;
}
}
break;
3
}
return ans;
}
void Load()
{
for (int i = 1; i <= L; ++i)
Modify(V[il, +1);
ans[1] = Find_Kth();
return;
3
void Precalculation()
{
M = Find(Max);
Load();
for (int 1 = 2; i <= (N-L + 1); ++i)
{
Modify(V[i - 11, -1);
Modify(VL(i + L - 1)1, +1);
ans[i] = Find_Kth();
}
for (int i =1; i <= (N-L + 1); ++i)
ans[i] -= ADD;
return;
}

void Test_Case()
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int pos = 0;
f >> pos;
g << ans[pos] << '\n';
return;

}

void Solve()

{
int Q = 0;
f > Q;
for (int g = 1; q <= Q; ++q)

Test_Case();

return;

}

int main()

{
Read();
Precalculation();
Solve();
return 0;

}
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8.7 Problema Struguri
Propusa de: prof. Marinel Serban, Colegiul National ,, Emil Racovita”, lasi

In 29 septembrie 1474 Stefan cel Mare a cerut ajutor papei Siztus
al I'V-lea in vederea apropiatului razboi care batea la usa.

Apropiindu-se toamna si fiind in criza de timp din cauza razboiului iminent, Stefan a hotarat sa
supravegheze personal recoltarea strugurilor de la viile Husi, din apropiere de Vaslui, vie la care
Stefan tinea foarte mult. Strugurii recoltati au fost depozitati in gramezi la marginea fiecarui
rand de vie. Se cunoaste, pentru fiecare dintre cele N randuri, cantitatea (in ocale) recoltata de
pe randul respectiv. Stefan a hotarat ca transportul strugurilor la crama sa se faca cu ajutorul
unor carute, o caruta putand transporta orice cantitate de struguri. Recolta fiind foarte bogata,
transportul se va face in una sau mai multe ture. Stefan, care supraveghea atent activitatea,
a constatat ca la fiecare tura dispune de exact atatea carute cite gramezi au mai ramas de
transportat. Stefan era un conducator corect astfel incat a hotarat ca toate carutele disponibile
la un moment dat sa transporte aceeasi cantitate de struguri.

Cerinte

1. Determinati cea mai lunga secventa de gramezi pe care le pot transporta cele N carute in
prima tura.

2. Determinati o modalitate de transport a tuturor strugurilor la crama, conform cerintelor
lui Stefan.

Date de intrare

Fisierul de intrare struguri.in contine pe prima linie doua numere naturale C' si N, separate
printr-un spatiu, reprezentand cerinta (1 sau 2) si numarul de gramezi de struguri care trebuie
transportate. Linia a doua contine N numere naturale nenule, separate prin cate un spatiu,
reprezentand cele N cantitati de struguri.

Date de iesire

Daca cerinta este 1, in fisierul de iesire struguri.out se vor afisa pe prima linie trei numere
naturale, separate prin cate un spatiu, reprezentand lungimea secventei de gramezi, numarul de
ordine al primei gramezi din secventa, respectiv numarul de ordine al ultimei gramezi din secventa.
Daca cerinta este 2, in fisierul de iesire se vor afisa: pe prima linie numarul 7" de ture; fiecare
dintre urmatoarele 7' linii are aceeasi structura:

 primele trei valori reprezinta numarul de carute care transporta struguri in tura respectiva,
cantitatea de struguri pe care o transporta fiecare caruta, respectiv numarul de gramezi
transportate;

« urmatoarele valori de pe linia respectiva reprezinta numerele de ordine ale gramezilor
transportate in tura respectiva; valorile vor fi afisate ordonate crescator si separate prin
cate un spatiu.

Restrictii

b

¢« 1< N <20000
« Cantitatile sunt mai mici ca 100 000
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» Pentru ambele cerinte orice solutie corecta este acceptata
o Pentru cerinta 1 se acorda 46 puncte, iar pentru cerinta 2 se acorda 54 puncte

Puncte Restrictii

12 1 < N <10, din care 5 puncte se acorda pentru cerinta 1

14 101 < N <1000, din care 8 puncte se acorda pentru cerinta 1

27 1001 < N < 10000, din care 21 de puncte se acorda pentru cerinta 1
17 10001 < N <20000

#
1
2 30 11 < N <100, din care 12 puncte se acorda pentru cerinta 1
3
4
5

Exemple
struguri.in struguri.out Explicatii
110 56 10 De la gramada a sasea pana la a zecea sunt
21345106897 in total 40 ocale; fiecare dintre cele 10
carute va transporta cate 4 ocale.
25 3 O solutie posibila poate fi urmatoarea:
781125 543125 Tura 1: exista 5 gramezi, deci sunt 5
f 111143 carute (fiecare caruta transporta cite 4 oca

din 3 gramezi (1 2 5)

Tura 2: au mai ramas 2 gramezi deci sunt
2 carute, fiecare transporta cate 1 oca din
gramada 4

Tura 3: a mai ramas o gramada deci
dispunem de 1 carutd, ce va transporta 11
ocale din gramada 3

O alta solutie corecta poate fi descrisa in
fisierul de iesire astfel:

2

53212

363345

In aceasts situatie sunt 2 ture, In prima se
transporta cu fiecare din cele 5 carute, cate
3 ocale, din gramezile 1 si 2. La a doua
tura se vor folosi 3 carute care transporta
fiecare cate 6 ocale din gramezile 3, 4 si 5

8.8 Rezolvarea problemei Struguri

Se utilizeaza principiul cutiei lui Dirichlet la fiecare turd (pentru gramezile ramase). O demon-
stratie a acestuia se gaseste, de exemplu, pe Wikipedia.

Pentru a determina o secventa cu proprietatea din enunt vom considera sumele partiale:

Sl = a

nga1+a2

Si:al—i-ag—i-H-—i—al-(lgign)
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S, =a1+as+ -+ a,.

Avem doua cazuri:

« exista k cu S divizibil cu n, caz in care secventa cautata este a, ... a;
« nu exista sume care sa fie divizibile cu n. In acest caz sumele dau la Impartirea la n resturi

ce fac parte din multimea {1,2,...n—1}. Cum sunt n sume si n—1 resturi posibile, conform
principiului cutiei lui Dirichlet, rezulta faptul ca exista doua sume S, si S, (p < ¢q) care
la impartirea la n dau acelasi rest. Deci S, — S, este divizibil cu n si putem lua secventa

ap+1, Ce aq

In functie de implementare se pot obtine timpi diferiti:

1.

3.
4.

implementat cu Dirichlet destept (cel mai rapid) — se calculeaza sumele la citire/refacere si
la detectarea unui rest 0 sau a unui rest care a mai aparut se opreste procesul.
implementat cu cautare completa 0 in resturi apoi, daca nu exista un rest 0, cautarea a
doua resturi egale.

implementat cu cea mai lunga secventa detectata la fiecare pas (cele mai putine ture).
implementat cu cea mai scurta secventa detectata la fiecare pas (cele mai multe ture).

Desigur, si aceste implementari pot fi imbunatatite. De exemplu, la implementarile (2), (3), (4),
dupa detectarea a doua resturi egale procesul poate fi oprit.

Avand in vedere ca la cerinta 1 se cere secventa cea mai lunga, se poate deduce, daca nu se
cunoaste principiul cutiei lui Dirichlet, cd exista o secventa de N numere a carei suma este
divizibila cu N. Utilizdnd aceasta idee se obtin pe rand secvente cu aceasta proprietate (pentru
valori diferite ale lui V). Cautarea unei secvente se poate face elementar, ludnd pe rand intervale
[st,dr] de lungimi N,N —1,N —2,... . In functie de implementare, se obtin punctaje diferite.

8.9 Cod-sursa pentru problema Struguri

using namespace std;
ifstream fin ("struguri.in");
ofstream fout ("struguri.out");

struct gramada

{

unsigned int nrG;
unsigned int oca;
bool luat;

} G[20001], G1[20001];

struct solutie

{
unsigned int nr_carute;
unsigned int cate;
unsigned int oca_pe_caruta;
unsigned int care[20001];

} sol[5011;

int N, i, ramase, caz, nrsol, C;

void citire()
{ int i;
fin >> C >> N;
for (i = 1; i <= N; it++)
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fin >> G1[i].oca;
G1[il.nrG = 1i;

}

ramase = N;

3

void refa()
{ int j = 0;

for (i = 1; i <= N; it++)

if (!G1[i].1luat)
G[++j] = G1[i];

N = 3;

memcpy (G1, G, sizeof (G));
3

void Dirichlet_lung()
{ unsigned int Rest[20001] = {0};
int S = 0, i, j, deunde, pana_unde, lmax = 0;
caz = 0;
for (i = 1; i <= N; it++)
{
S =S + G1[i].oca;
Rest[i] = S % N;

3

i = N;

while (i >= 1 && Rest[i]) i--;

if (i)

{
Imax = i;
caz = 1;
deunde = 1;
pana_unde = i;

caz = 1;
3

for (i = 1; i < N; i++)
for (3 =N; j > 1i; j--)
if (Rest[i] == Rest[jl)
if (j - 1 > 1max)

{
Imax = j - i;
deunde =i + 1;
pana_unde = j;
}
if (ramase == N && C == 1)
{
fout << lmax << << deunde << << pana_unde << :
exit(0);
3
nrsol++;

sol[nrsol].nr_carute = ramase;
sol[nrsol].cate = lmax;

S = 0;
for (i = 1; i <= lmax; i++)
{

sol[nrsol].carel[i] = G1[deunde].nrG;
S += G1[deunde].oca;

G1[deunde].luat = :

deunde++;
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}
sol[nrsol].oca_pe_caruta = S / ramase;
ramase = ramase - lmax;

}

void afisare()
{
int i, j;
fout << nrsol << g
for (i = 1; 1 <= nrsol; i++)
{
fout << sol[il].nr_carute << :
fout << sol[i].oca_pe_caruta <<
fout << sol[i].cate << g
for (j = 1; j <= sol[i].cate; j++)
fout << sol[i].care[j] << :
fout << g

3

int main()
{
citire();
while (ramase)
{
refa();
Dirichlet_lung();
3
afisare();
return 0;



Capitolul 9

Baraj selectie lot juniori ONI 2023

9.1 Problema Extrapare

Propusa de: prof. Marinel Serban, Colegiul National ,,Emil Racovita” lasi

Un numar natural se numeste extrapar daca poate fi scris ca suma de puteri distincte ale lui 2,
puteri care au exponent par. Numarul 0 este considerat, de asemenea, extrapar. Considerand re-
prezentarea in baza 2 pentru un numar natural, se numeroteaza pozitiile cifrelor din reprezentare,
de la dreapta catre stanga, incepand cu 0. Asupra reprezentarii in baza 2 trebuie sa se efectueze
o singura operatie. Operatia consta din eliminarea a exact K cifre situate pe pozitii consecutive.

Cerinte

Fiind date reprezentarile in baza 2 pentru N numere naturale, sa se determine pentru fiecare
dintre ele daca se poate obtine un numar extrapar in conditiile de mai sus.

Date de intrare

Fisierul de intrare extrapare.in contine pe prima linie doua numere naturale N K, separate
printr-un spatiu. Pe fiecare dintre urmatoarele N linii se afla reprezentarea in baza 2 a unui
numar natural.

Date de iesire

Fisierul de iesire extrapare.out va contine N linii. Pe cea de a i-a linie (1 < i < N) se va afisa
reprezentarea In baza 2 a numarului extrapar obtinut prin efectuarea unei singure operatii asupra
celei de a i-a reprezentari din fisierul de intrare, sau valoarea —1 daca obtinerea unui numar
extrapar nu este posibila in acest mod.

Restrictii

e« 0<N<10

0 < K < numarul de cifre din oricare reprezentare din fisierul de intrare

 Orice reprezentare din fisierul de intrare are cel mult 1000000 de cifre.

o Daca exista mai multe modalitati de a efectua o operatie astfel incat rezultatul sa fie un
numar extrapar, se va afisa rezultatul pentru acea operatie in care pozitia primei cifre
eliminate este cea mai mare (cea mai din stanga pozitie).
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« Se garanteaza ca reprezentarile in baza 2 din fisierul de intrare au cifra cea mai din stanga
egala cu 1.

» Reprezentarea in baza 2 a numarului rezultat In urma efectuarii operatiei se va afisa fara
zerourile nesemnificative ce se pot forma la stanga lui.

Puncte Restrictii

#
1 19 K=0
2
3

32 K > 0, lungimea sirurilor < 1000

49 K > 0, lungimea sirurilor < 1000000

Exemple
extrapare.in extrapare.out Explicatii

93 -1 Trebuie sa eliminam 3 cifre pentru a forma
Teo1101 1010000 numere extrapare.
1212?222? 12?2; - Numerele pentru care nu se poate obtine
111010100 100 un numar extrapar prin eliminarea a trei
100100 10100 cifre de pe pozitii consecutive sunt primul
100010100 1 si al optulea.
101000001 -1 - Din 1010000010 taiem cifrele de pe
01000 0 pozitiile 0, 1 si 2 si obtinem 1010000.

- 101010001 este deja extrapar si vom
elimina cele mai din stanga trei cifre.

- Observam ca daca rezultatul este format
doar din cifre egale cu 0 se va afisa un
singur 0.

Si asa mai departe.

9.2 Rezolvarea problemei Extrapare

Subtask k = 0

Parcurgem reprezentarile binare si, pentru fiecare reprezentare, verificam daca exista vreo cifra 1
care este pe o pozitie impara. In acest caz, se afiseaza —1, In caz contrar se afiseaza reprezentarea
respectiva.

Solutie completa

Pentru fiecare reprezentare binara, vom afla mai intai cea mai din dreapta pozitie care nu se
potriveste cu sablonul unui numar extrapar, aceasta pozitie fiind cea mai din dreapta pozitie
impara pe care se afla o cifra egala cu 1. Sa notam aceasta pozitie cu x. Daca nu exista
o asemenea pozitie, putem taia primele k valori urmand sa avem grija la scoaterea zerourilor
nesemnificative de la Inceputul numarului.

Altfel, vom taia o subsecventa de lungime k ce se termina la pozitia z (intervalul pozitiilor taiate
vafl [v —k+ 1, 2] sau [1, k] daca < k) si vom verifica daca sirul ramas este extrapar. In cazul
in care sirul este extrapar, vom taia zerourile nesemnificative si vom afisa raspunsul cerut.
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Solutie alternativa

O alta abordare consta in a precalcula pentru fiecare reprezentare lungimea sufixului valid (care
respecta sablonul de extrapar), precum si lungimea prefixului valid atit care presupune prima
pozitie drept o pozitie para, cat si cel care presupune prima pozitie drept o pozitie impara.
Vom incerca sa taiem pe rand fiecare subsecventa de lungime k, verificarea fiind posibila in O(1)
folosindu-ne de precalcularile facute anterior. Daca gasim o pozitie valida (prefixul si sufixul
corespunzator sunt ambele valide), atunci vom afisa sirul fara secventa de lungime k, avand grija
din nou la zerourile nesemnificative.

9.3 Cod-sursa pentru problema Extrapare

using namespace std;

ifstream f( R
ofstream g( );
int n,k;
void solveTest()
{
string s,t;
f>>s;
int lg=s.size(),R,L;
R=1g-2;
while (R>=08&s[R]=="'0"')R-=2;
if (R<k)
t=s.substr(k,1000001);
else

t=s.substr(0,R-k+1)+s.substr(R+1,1000001);
lg=t.size();L=0;
while(L<lg-1&&t[L]=="0")L++;
t=t.substr(L, 1000010);
lg=t.size();
if(1g%2==0)
{
g<<
return;
3
for(int i=1;i<lg;i+=2)
if(tfil=="1")
{
g<< ;
return;

}
g<<t<< ;

int main()
f>>n>>k;
for(int i=1;i<=n;i++)

solveTest();
return 0;
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9.4 Problema Fuziune

Propusa de: prof. Emanuela Cerchez, Colegiul National ,,Emil Racovita” lasi

Se considera un sir de n numere naturale nenule @ = (a; as ... a,). Doud numere situate pe
pozitii consecutive in sir (a; si a;41, unde 1 < i < n) pot fuziona daca ele au cel putin un divizor
comun strict mai mare decat 1. In urma fuziunii ele vor fi inlocuite de cel mai mic numar care
se divide cu toti divizorii lui a; si ai lui a;4;. Operatia de fuziune se poate repeta, pe noul sir
obtinut, pana cand in sir nu va exista nicio pereche de numere situate pe pozitii consecutive care
sa poata fuziona. Sa notam cu b sirul obtinut dupa efectuarea tuturor operatiilor de fuzionare.

Numim coeficient de fuziune al sirului b si il notam cu c¢f(b) un numar nenul care are proprietatea
ca orice termen al sirului b are cel putin un divizor comun cu cf(b), strict mai mare decat 1. In
plus, cf(b) trebuie sa respecte urmatoarele conditii:

1. factorii sai primi sunt distincti (de exemplu 30 = 2 - 3 - 5 are doar factori primi distincti,
dar 18 =2 -3 - 3 nu are doar factori primi distincti);

2. orice factor prim al lui ¢f(b) este factor prim pentru cel putin un numar din sirul b;

3. lista factorilor primi distincti ai lui ¢f(b) ordonata strict crescator este minima din punct
de vedere lexicografic.

Cerinte

Dat fiind un sir de numere naturale nenule, scrieti un program care sa rezolve urmatoarele doua
cerinte:

1. sa se determine lungimea minima a sirului b obtinut dupa efectuarea tuturor operatiilor de
fuziune posibile;
2. sa se determine cf(b).

Date de intrare

Fisierul de intrare fuziune.in contine pe prima linie cerinta C' care trebuie sa fie rezolvata (1
sau 2). Pe cea de-a doua linie se afli un numar natural n, reprezentdnd numarul de valori din
sir. Pe urmatoarele n linii se afla cele n numere din sir, cate un numar pe o linie.

Date de iesire

Fisierul de iesire fuziune.out va contine o singura linie pe care va fi scris raspunsul la cerinta C
din fisierul de intrare.

Restrictii

1 <n <100000

2 <a; <2-10° pentru orice 1 <i <n

« Se garanteaza ca numarul de factori primi distincti pentru numerele din sirul b (pentru
cerinta 1) si pentru cf(b) (pentru cerinta 2) este cel mult egal cu 250.

e Fied=(dy <dy<---<dp)sif=(fi <fa<---<fy) doua liste de factori primi distincti

ordonate strict crescator. Spunem ca d este mai mica din punct de vedere lexicografic decat

f daca exista o pozitie ¢ astfel incat d; = f;, pentru orice 1 < j < isi(d; < fisaui = k+1).
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# Puncte Restrictii
1 15 C =1,1<n<1000 si numerele din sir sunt < 10%.
2 15 C =1,10000 < n < 100000 si numerele din sir sunt < 10%.
3 10 C =1,1<n<1000 si numerele din sir sunt < 2 - 10°.
4 30 C =1,10000 <n < 100000 si numerele din sir sunt < 2 - 109,
5 12 C = 2 si rezultatul va fi un numar de maximum 18 cifre.
6 18 C = 2 si rezultatul va fi un numar cu maximum 1500 cifre.
Exemple
fuziune.in fuziune.out Explicatii
1 4 C=1.
8 Numerele 30 =2-3-5 si 18 = 2- 3% vor
? 2 fuziona si se obtine valoarea 90 = 2 - 3% - 5.
997 Numerele 625, 5 si 55 vor fuziona de
121 asemenea, apoi rezultatul va fuziona cu
625 121 si se obtine valoarea 75625 = 5% - 112.
5 In sirul rezultat vor ramane, dupa
?21 efectuarea tuturor fuzionarilor 4 numere
(90, 997, 75625 si 101).
2 30 C=2.
3 In urma efectuarii tuturor operatiilor de
1: fuziune posibile se obtine sirul
95 144 = 24 . 32
25 = 52
cf(b) =2-3-5=230.
2 3233010 C =2
8 In urma efectudrii tuturor operatiilor de
?g fuziune posibile se obtine sirul
_ 2
97 90=2-3"-5
121 97
625 75625 = 5% . 112
5 10403 = 101 - 103
2 103 cf(b)=2-3-5-11-97-101 = 3233010.

9.5 Rezolvarea problemei Fuziune

O prima observatie consta in faptul ca pentru a verifica daca fuziunea este posibila este suficient
sa retinem lista factorilor primi distincti pentru orice numar (si pentru cele pe care le citim si
pentru cele obtinute ca rezultat al unei fuziuni). Vom retine factorii primi distincti in ordine
crescatoare, pentru a optimiza operatiile de fuziune.

Pentru a obtine eficient descompunerea in factori primi a fiecarui numar va trebui sa ne folosim
de faptul ca exista maximum 250 de factori primi distincti. Pe masura ce descompunem numerele
in factori primi, vom tine o lista (vector) cu numerele prime pe care le-am descoperit pana
acum. Astfel, pentru a descompune un numar in factori primi, vom parcurge lista de factori
primi descoperiti pana acum si pe fiecare il vom Imparti repetat la numarul nostru. Daca la
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final raménem cu un numar diferit de 1, vom continua cu o descompunere in factori primi clasica
si fiecare factor prim nou intalnit va fi adaugat in lista. Astfel, vom face maximum 250 de
descompuneri in factori primi clasice, reducand astfel timpul de executie semnificativ.

Definim un tip lista in care retinem lista factorilor primi distincti ai unui numar si lungimea
acesteia.

struct lista {int d[LGMAX];

int 1g;3;
Vom utiliza un vector b cu elemente de tip lista in care retinem termenii sirului b, obtinut dupa
efectuarea tuturor operatiilor de fuziune. Sa notam cu lgb lungimea lui b.

Citim succesiv numerele din sirul dat si descompunem numarul curent in factori primi si retinem
doar factorii primi distincti (in ordine crescatoare) in variabila crt de tip lista. Cat timp ultimul
element din b fuzioneaza cu crt, crt va fi inlocuit cu reuniunea dintre ert si b[lgb|, iar b[lgb] este
eliminat din b. Cand crt nu mai fuzioneaza cu b[lgb] (sau lgb == 0) addugam pe crt in b. Pentru
a verifica daca doua liste fuzioneaza si pentru a determina reuniunea, vom utiliza un algoritm
similar cu interclasarea, tinand cont de faptul ca divizorii sunt in ordine crescatoare.

Daca cerinta este 1, vom afisa [gb.

Daca cerinta este 2, vom determina produsul divizorilor primi distincti ai numerelor din b, pana
cand conditia ca fiecare numar din b sa aiba un divizor in comun cu cf(b) este asigurata. Pentru
determinarea coeficientului de fuziune cf(b) este necesara implementarea inmultirii dintre un
numar mare si un numar de tip int.

Observatie

Punctaje partiale se pot obtine pentru testele pentru care valorile din sirul dat sunt mici, folosind
o reprezentare a listei divizorilor prin vector caracteristic. De asemenea punctaje partiale la
cerinta 2 se pot obtine daca se lucreaza pentru cf(b) cu tipul long long int.

Solutie alternativa

O alta varianta pentru a efectua fuzionarile este urmatoarea: Pornim de la o solutie ineficienta
care fuzioneaza maximal elementele de la stanga la dreapta, cat timp exista fuzionari. Astfel
pentru sirul 7,6, 2, 3,2, 3,2,3. O tura de fuzionare ar aduce sirul in forma 7,6. 6 fuzioneaza cu 2,
apoi rezultatul cu 3 si asa mai departe. Se observa ca pentru sirul 7,2, 3,2, 3,2, 3,6, dupa o tura
de fuzionare am obtine sirul 7,2,3,2,3,2,6. O astfel de solutie ar avea o complexitate patratica
in raport cu N. La fel si una care fuzioneaza maximal elementele de la dreapta la stanga. Totusi,
daca vom fuziona maximal elementele de la stanga la dreapta, apoi de la dreapta la stanga, apoi
de la stanga la dreapta etc vom obtine o complexitate liniara, cu o constanta 250.

9.6 Cod-sursa pentru problema Fuziune

using namespace std;
ifstream fin( );
ofstream fout( DK

struct prime_list {
int len;
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int primes[PRIME_MAX + 5];
1

int C, N;

prime_list primes;

prime_list prime_d[N_MAX + 5];
int parent[N_MAX + 5];

bool used[N_MAX + 57;

int ans[DIG_MAX + 5];

int len_ans;

prime_list prime_decomp(int X) {
int last = primes.len;
prime_list ret;
ret.len = 0;
for(int d = 1; d <= primes.len; d++) {
if(X % primes.primes[d] == 0) {
ret.primes[++ret.len] = primes.primes[d];
while(X % primes.primes[d] == 0) {
X /= primes.primes[d];

3

for(int d = 2; 111 * d *x d <= X; d++) {
if(X % d==0) ¢
primes.primes[++primes.len] = d;
ret.primes[++ret.len] = d;
while(X % d == 0) {

X /= d;
3

}
}
if(x > 1) {

ret.primes[++ret.len] = X;

primes.primes[++primes.len] = X;
}

if(last != primes.len) {
sort(primes.primes + 1, primes.primes + primes.len + 1);

}

sort(ret.primes + 1, ret.primes + ret.len + 1);
return ret;

3

bool intersect(int a, int b) {
int j = 1;
for(int i = 1; i <= prime_d[a].len && j <= prime_d[b].len; i++) {
while(j <= prime_d[b].len && prime_d[b].primes[j] < prime_d[a]l.primes[i]) {

J++;
3
if(j <= prime_d[b].len && prime_d[b].primes[j] == prime_d[a]l.primes[i]) {
return ;
3
3
return ;

}

int unite(int a, int b) {
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int

int j = 1;

prime_list ret;
ret.len = 0;

for(int 1 = 1; i <= prime_d[a].len; i++) {
while(j <= prime_d[b].len && prime_d[b].primes[j] < prime_d[a]l.primes[i]) {
ret.primes[++ret.len] = prime_d[b].primes[j++];

}

if(j <= prime_d[b].len && prime_d[b].primes[j] == prime_d[a].primes[i]) {
jtt;

}

ret.primes[++ret.len] = prime_d[a].primes[i];
3
for(; j <= prime_d[b].len; j++) {
ret.primes[++ret.len] = prime_d[b].primes[j];
}
prime_d[a] = ret;
return a;

main() {

fin >> C >> N;

int last_N = N;

for(int i = 1; 1 <= N; i++) {
int x;
fin >> x;
prime_d[i] = prime_decomp(x);
parent[i] = i;

3
int L = 0;
for(int i = 1; i <= N; i++) {
int idx = i;
while(L > 0 && intersect(parent[L], idx)) {
idx = unite(parent[L--], idx);
}
parent[++L] = idx;
3
N =L;
if(C == 1) {
fout << N << 2
return 0;
3

for(int i = 1; i <= last_N; i++) {
reverse(prime_d[i].primes + 1, prime_d[i].primes + prime_d[i].len + 1);

}

ans[1] = 1; len_ans = 1;
int cnt = 0;
while(cnt < N) {
int mi = INT_MAX;
for(int i = 1; i <= N; i++) {
if(prime_d[parent[i]].len == 0) {

continue;
3
mi = min(mi, prime_d[parent[i]].primes[prime_d[parent[i]].len]);
}
int L = 0;

for(int i = 1; i <= N; i++) {
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if(prime_d[parent[i]].len == 0) {
continue;
3
if(mi == prime_d[parent[i]].primes[prime_d[parent[i]].len]) {
cnt += used[i] == ;
used[i] = ;
prime_d[parent[i]].len--;

3
}
long long t = 0;
for(int i = 1; i <= len_ans; i++, t /= 10) {
ans[i] = (t += 111 * ans[i] * mi) % 10;
}
while(t) {
ans[++len_ans] =t % 10;
t /= 10;
}

b

for(int i = len_ans; i >=1; i--) {
fout << ans[il;

}

fout << "\n";

return 0;

100



9.7 Problema Udp

Propusa de: prof. Adrian Panaete, Colegiul National ,A.T. Laurian” Botosani

CHRIS a scris pe un caiet foarte multe numere de doua sau trei cifre, toate divizibile cu 7.
Interesant este ca aceste numere contineau doar cifrele 1, 2 sau 4. MADALINA a facut curdtenie
in casa si a aruncat caietul. Acum CHRIS este foarte suparat ca si-a pierdut numerele. Ca sa il
inveseleascd, MADALINA i-a spus lui CHRIS:

»Numerele tale contineau exact U cifre de 1, D cifre de 2 si P cifre de 4”. Bucuros, CHRIS a
venit la concurentii de la ONIGim si i-a rugat sa ii regaseasca numerele. Experti in programare,
concurentii s-au apucat de treaba, dar imediat si-au dat seama ca este posibil sa existe mai multe
moduri de a reconstitui numerele. Din fericire CHRIS se multumeste cu oricare reconstituire si a
promis 100 de puncte pentru fiecare concurent care ii va oferi o solutie valida.

Cerinte

Cunoscand cele trei numere U, D si P cu semnificatia din enunt, sa se determine numere de doua
sau trei cifre, divizibile cu 7 astfel incat In numerele determinate sa se regaseasca exact U cifre
de 1, D cifre de 2 si P cifre de 4.

Date de intrare

Fisierul de intrare udp.in contine trei numere naturale U, D si P, separate prin cate un spatiu,
avand semnificatia ca pe caietul lui CHRIS erau scrise exact U cifre de 1, D cifre de 2 si P cifre
de 4.

Date de iesire

Fisierul de iesire udp.out va contine o solutie valida afisata dupa cum urmeaza: pe prima linie
un numar K, reprezentand numarul de valori distincte divizibile cu 7, formate din doua sau trei
cifre care nu pot fi decat 1, 2 sau 4. Pe urmatoarele K linii vor fi afisate numerele din solutia
valida. Astfel pe linia i +1 (1 < i < K) se vor afisa cate doua numere separate prin spatiu val;
si cnt; cu semnificatia ca val; este un numar de doua sau de trei cifre, divizibil cu 7, continand
doar cifre 1, 2 sau 4 si acest numar apare in solutie de cnt; ori.

Daca nu exista solutii valide, afisati o singura linie cu numarul —1.

Restrictii

9

« 0KU,D,P <10%.
« Cel putin una dintre valorile U, D si P este nenula.

Puncte Restrictii

#
1 25 0<UD,P<20
2
3
4

25 20 < U,D,P < 10000
25 10000 < U, D, P < 23!
25  281<U,D,P<10%
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Exemple

udp.in udp.out Explicatii
2 13 11 2 Solutia contine doua numere divizibile cu
429 7, mai precis 42 si 224. Acestea au cel mult
224 2

trei cifre si sunt divizibile cu 7.
Considerand 9 numere cu valoarea 42 si
doua cu valoarea 224 aceste numere vor
contine 0 cifre de 1, 13 cifre de 2 si 11 cifre

de 4.
71234 41125 62112 4 O solutie posibila ar putea fi: 46110
14 46110 numere de 14, 25122 numere de 21, 16002
212 122;22 numere de 42 si un numar 112. In total

toate aceste numere vor contine 71234 de
1, 41125 de 2 si 62112 de 4.

1121

9.8 Rezolvarea problemei Udp

Numerele de cel mult 3 cifre formate cu cifrele 1,2 si 4 sunt: 14, 21, 42, 112, 224, 441.

Sa presupunem ca deja avem o solutie. Se poate observa ca se poate modifica solutia in alta
solutie dupa urmatoarele reguli:

Transformarea de tip 1:

o 112 si 224 se transforma in 21, 21, 42
o 112 si 441 se transforma in 14, 14, 21
o 224 si 441 se transforma in 14, 42, 42

Daca aplicam de cate ori este posibil transformarea de tip 1 vom obtine o solutie care nu va
contine decat cel mult una dintre valorile 112, 224, 441.

Transformarea de tip 2: Sa presupunem ca au mai ramas valori 112. Aplicam ori de cate ori este
posibil transformarea 112, 112, 42 se transforma in 14, 21, 21, 21.

In urma acestei transformari rezulta una dintre urmatoarele situatii:

« nu mai avem deloc 42 = avem o solutie formata doar numerele 14, 21, 112.

« nu mai avem deloc 112 = avem o solutie formata doar din numerele 14, 21, 42

« mai ramane o singura valoare 112 = avem o solutie In care folosim exact o data 112 si in
rest mai apar doar numerele 14, 21, 42.

Analog interpretam efectul aplicarii transformarilor de tip 2:

o 22422414 se transforma in 21,4242 42
o 441,441,21 se transforma in 14,14,14,42

Concluzia este urmatoarea: in urma aplicarii transformarilor de tip 1 si 2 se poate afirma ca daca
problema are solutie atunci putem forma o solutie avand una dintre urmatoarele 7 forme:

1. contine numai numerele 14, 21, 42

contine doar numerele 14, 21, 42 si exact o singura data numarul 112
contine doar numerele 14, 21, 42 si exact o singura data numarul 224
contine doar numerele 14,21,42 si exact o singura data numarul 441
contine doar numerele 14, 21, 112

A e
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6. contine doar numerele 21, 42, 224
7. contine doar numerele 14,42,441

Se incearca determinarea unei solutii in una dintre cele 7 forme si daca nu se obtine o solutie se
trage concluzia ca problema nu are solutie.

Metoda 1

Se poate observa ca, daca avem o solutie de forma 1, atunci sint indeplinite urmatoarele conditii:

UL<D+P
D<U+P
P<U+D
U+ D+ P este numar par

(9.1)

Vom obtine o solutie cu:

« (U+P—D)/2de 14
« (D+U-P)/2de21
« (P+D—U)/2de42

Solutiile de forma 2, 3 sau 4 sunt similare si se obtin astfel (exemplific pentru solutia de forma 2).
Deoarece avem o data valoarea 112, dupa ce scadem U cu 2 si D cu 1, valorile U, D si P astfel
modificate vor verifica conditiile (9.1) deci din acel moment am redus problema la determinarea
unei solutii de forma 1.

Solutiile de forma 5, 6 sau 7 sunt solutii care corespund situatiilor in care una (si numai una)
dintre valorile U, D si P ,domina” celelalte doua valori. Tot pentru exemplificare vom trata
forma 5. Solutia contine doar 14, 21, 112 = U > D + P. Daca U > 2D + P cu siguranta nu pot
obtine solutie pentru ca numarul de 1 este prea mare. Daca caz putem forma U — D — P valori de
112. Dupa ce formam aceste numere, numarul de valori U, D, P modificate vor respecta relatia
U = D + P. Din acel moment se formeaza cu cifrele ramase D de 21 si P de 14. Concluzie:
Cazul : US D+P,D<U+P,P<U+D

Daca U 4+ D + P este par formam unica solutie posibila formata doar din numerele 14, 21, 42
Daca U + D + P impar - incercam una dintre situatiile in care formand o singura data unul si
numai unul dintre numerele de 3 cifre din cele ramase se formeaza (in mod unic) solutie formata
doar cu numerele 14, 21, 42.

Cazul 2: U > D+ Psau D > U+ P sau P > U + D sunt similare.

Daca U > 2D + P sau D > 2P + U sau P > 2U + P problema nu are solutie. Altfel problema
are solutie obtinuta dupa urmatoarea strategie (exemplific pentru cazul U > D + P).

Daca U > D + P formam valori 112 pana cand obtinem U = D + P, formam valori 14 pana
terminam valorile de 4 si din cifrele ramase formam numere 21.

O rezolvare prin aceasta metoda se regaseste intr-una dintre sursele oficiale.

Metoda 2

Se poate folosi o strategie prin care ne propunem ca plecand de la cifrele initiale sa aplicam in
mod repetat de un numar maxim posibil de ori modificari prin care formam numerele propuse
combinand una dintre cifre cu alte cifre sau numere de care dispunem cu scopul final de a elimina
cifrele si de a raméane doar cu cele 6 numere (14, 21, 42, 112, 224 si 441). Sunt mai multe astfel
de transformari. Le incercam pe toate, in mod repetat pana in momentul in care ajungem in una
dintre urmatoarele doua situatii:
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1. Nu mai avem cifre = am obtinut o solutie.
2. Nu mai putem niciuna dintre transformarile posibile si ne mai raman cifre = nu exista
solutie.

Enumeram o parte dintre transformari lasand gasirea tuturor ca exercitiu

e 1, 2 se transforma in 21
e 1, 4 se transforma in 14
e 2,4 se transforma in 42
1, 21 se transforma in 112

9.9 Cod-sursa pentru problema Udp

using namespace std;
ifstream f("udp.in");
ofstream g("udp.out");
int64_t U,D,P,UP,DU,PD,UUD,DDP,PPU;
void CHECK();
int main()
{ >>U>>D>>P;
UUD=U-D-P; DU=2xD+P-U; UP=P; PD=DDP=PPU=0; CHECK();
DDP=D-P-U; PD=2%P+U-D; DU=U; UP=UUD=PPU=0; CHECK();
PPU=P-U-D; UP=2xU+D-P; PD=D; DU=UUD=DDP=0; CHECK();
UP=(U+P-D)/2; DU=(D+U-P)/2; PD=(P+D-U)/2; UUD=DDP=PPU=0; CHECK();
UuD=1; DDP=PPU=0; UP=(U+P-D-1)/2; DU=(U+D-P-3)/2; PD=(P+D-U+1)/2; CHECK();
DDP=1; PPU=UUD=0; UP=(U+P-D+1)/2; DU=(U+D-P-1)/2; PD=(P+D-U-3)/2; CHECK();
PPU=1; UUD=DDP=0; UP=(U+P-D-3)/2; DU=(U+D-P+1)/2; PD=(D+P-U-1)/2; CHECK();
g<<"-1\n";
return 0;
}
void CHECK()
{ if (UP<0||DU<@||PD<0||UUD<Q||DDP<0||PPU<Q) return;
if (UP+DU+2%UUD+PPU!=U) return;
if (DU+PD+2xDDP+UUD!=D) return;
if (UP+PD+2*PPU+DDP!=P) return;
g<<(UP>0)+(DU>0)+(PD>0)+(UUD>0)+(DDP>0)+(PPU>0)<<'\n";
if (UP) g<<"14 "<<UP<<'\n';
if (DU) g<<"21 "<<DU<<'\n';
if (PD) g<<"42 "<<PD<<'\n‘;
if (UUD) g<<"112 "<<UUD<<'\n';
if (DDP) g<<"224 "<<DDP<<'\n';
if (PPU) g<<"447 "<<PPU<<'\n';
exit(0);

using namespace std;

ifstream f("udp.in");

ofstream g("udp.out");

int64_t U,D,P,UD,UP,DP,UUD,DDP,UPP;

void printSol()

{ if (U+D+P) {g<<"-1\n"; exit(0);}
int64_t k=(UD>0)+(UP>0)+(DP>0)+(UUD>0)+(DDP>0)+(UPP>0) ;
g<<k<<'\n';
if (UP>0) g<<"14 "<<UP<<'\n';

104



3

if (UD>0)
if (DP>0)

g<<"21 "<<UD<<'\n"';
g<<"42 "<<DP<<'\n';

if (UUD>0) g<<"112 "<<UUD<<L'\n';
if (DDP>Q) g<<"224 "<<DDP<<'\n';
if (UPP>0) g<<"441 "<<UPP<<'\n';

void solve2()
f>>U>>D>>P;
while (U+D+P)

{

b

‘ if (U>=18&&D>=1){int64_t x=min(U,D);U-=x;D-=x;UD+=x;}
else if(U>=18&P>=1){int64_t x=min(U,P);U-=x;P-=x;UP+=x;}
else if(D>=18&&P>=1){int64_t x=min(D,P);D-=x;P-=x;DP+=x;}
else if(U>=1&&UD>=1){int64_t x=min(U,UD);U-=x;UD-=x;UUD+=x;}
else if(D>=1&&DP>=1){int64_t x=min(D,DP);D-=x;DP-=x;DDP+=x;}
else if(P>=18&UP>=1){int64_t x=min(P,UP);P-=x;UP-=x;UPP+=x;}
else if(U>=18&8&DDP>=1){int64_t x=min(U,DDP);U-=x;DDP-=x;UD+=x;DP+=x;}
else if(U>=18&&UPP>=1){int64_t x=min(U,UPP);U-=x;UPP-=x;UP+=2%x;}
else if(D>=1&&UUD>=1){int64_t x=min(D,UUD);D-=x;UUD-=x;UD+=2%x;}
else if(D>=1&&UPP>=1){int64_t x=min(D,UPP);D-=x;UPP-=x;UP+=x;DP+=x; }
else if(P>=18&UUD>=1){int64_t x=min(P,UUD) ;P-=x;UUD-=x;UP+=x;UD+=x;}
else if(P>=1&&DDP>=1){int64_t x=min(P,DDP);P-=x;DDP-=x;DP+=2%x;}
else if(U>=28&DP>=1){int64_t x=min(U/2,DP);U-=2%x;DP-=x;UD+=x;UP+=x;}
else if(P>=28&UD>=1){int64_t x=min(P/2,UD) ;P-=2%x;UD-=x;UP+=x;DP+=x;}
else if(D>=288&UP>=1){int64_t x=min(D/2,UP);D-=2%x;UP-=x;UD+=x;DP+=x;}
else if(UD>=28&P>=1){int64_t x=min(UD/2,P);UD-=2%x;P-=x;UUD+=x;DP+=x;}
else if(UP>=28&D>=1){int64_t x=min(UP/2,D) ;UP-=2*x;D-=x;UPP+=x;UD+=x;}
else if(DP>=28&&U>=1){int64_t x=min(DP/2,U);DP-=2%x;U-=x;DDP+=x;UP+=x;}
else if(UD>=1&&UP>=18&D>=1){int64_t x=min(min(UD,UP),D);UD-=x;UP-=x;D-=x;UUD+=x;DP+=x;}
else if(UD>=1&&DP>=1&&P>=1){int64_t x=min(min(UD,DP),P);UD-=x;DP-=x;P-=x;DDP+=x;UP+=x;}
else if(UP>=1&&DP>=188&U>=1){int64_t x=min(min(UP,DP),U);UP-=x;DP-=x;U-=x;UPP+=x;UD+=x;}
else break;
}
printSol();

int main()

{

solve2();
return 0;
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Capitolul 10

Barajul 1

10.1 Problema Excursie

Propusa de: stud. Andrei Onut, Universitatea Yale, S.U.A.,
prof. Daniela Lica, Centrul Judetean de Excelentd Prahova

Pe insula Kauai, aflata in statul Hawaii, se gasesc N sate asezate In linie dreapta, numerotate
in ordine crescitoare, incepand de la 1: 1,2,3,...,N. In dreptul fiecarui sat i (1 < i < N) se
afla un indicator pe care poate scrie fie R, cu semnificatia ca din satul ¢ se poate ajunge in satul
(1 + 1), fie L, cu semnificatia ca din satul i se poate ajunge in satul (i — 1). Se stie faptul ca pe
indicatorul satului 1 este scris R, iar pe cel al satului NV este scris L.

Ajunsi in Kauai pentru @) zile, tinerii JOHN si MARY isi propun sa faca céate o excursie in fiecare zi.
In cadrul fiecirei excursii, tinerii pornesc din sate diferite, urmarind s& se intalneasca, eventual,
intr-unul dintre cele N sate. Fiecare excursie va fi reprezentata sub forma (7, j) (unde 1 <i,5 < N
sii # j), cusemnificatia: JOHN se afla initial In satul 4, MARY in satul j, iar ei Incep sa se deplaseze
intre sate, respectand sensul de deplasare de pe indicatoarele satelor vizitate.

Interesant este ca cei doi au posibilitatea sa inlocuiasca oricat de multe indicatoare intalnesc pe
parcursul traseului si sa urmeze astfel noul sens de deplasare; adica, pot inlocui un indicator
R intalnit intr-unul L sau pot inlocui un indicator L intalnit intr-unul R si apoi sa continue
deplasarea intre sate. Fiecare inlocuire a unui indicator poate fi efectuatda daca se achita o taxd
in valoare de 1 dolar. Pe durata excursiei, din cauza caldurii, tinerii pot alege si sa stationeze
in satele in care se gasesc la un moment dat (inclusiv in satele din care pornesc), adica nu este
nevoie ca cei doi sa se deplaseze simultan intre sate pe durata intregului traseu. Important este
ca cei doi, Intr-un final, sa se Intalneasca intr-un sat.

Cerinte

Pentru fiecare dintre cele () excursii, se cere sa se determine costul total minim, exprimat in
dolari, care va fi platit pentru ca cei doi tineri sa se poata intalni intr-unul dintre cele N sate,
eventual dupa modificarea a 0 sau mai multe indicatoare din satele vizitate.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare excursie. in se afla numarul natural nenul /V, cu semnificatia
de mai sus. Pe urmatoarea linie se afla, fara niciun spatiu intre ele, N caractere ce pot fi fie 'R’, fie
"L’, al i-lea caracter reprezentand ce este scris initial pe indicatorul din dreptul satului 7. Pe cea
de a treia linie se afla numarul natural nenul (), reprezentand numarul de excursii. Pe urmatoarele

109



@ linii se afla, separate prin cate un spatiu, cate doua numere naturale ¢ si j, descriind, In ordine,
excursiile tinerilor, adica satele din care pornesc cei doi In fiecare dintre cele () zile.

Date de iesire

Fisierul de iesire excursie.out va contine () linii, pe cea de a i-a linie aflandu-se costul total
minim necesar efectuarii excursiei din ziua 7, pentru fiecare i: 1 <1 < Q).

Restrictii

2 <N <200000si 1< <200000.

» Indicatoarele din satele 1 si N nu pot fi modificate.

o Chiar daca pentru efectuarea unei excursii dintre cele () se pot modifica indicatoarele anu-
mitor sate, In timpul noptii, inainte de inceperea urmatoarei excursii, acestea vor reveni la
starea initiala, asa cum au fost descrise in fisierul de intrare.

e Daca pentru efectuarea unei excursii nu este necesar sa fie schimbat niciun indicator, atunci
costul (total) aferent acesteia va fi egal cu 0 dolari. De asemenea, in cadrul unei excursii,
este permis ca indicatia de pe un indicator intalnit pe parcursul traseului sa fie schimbata
de mai multe ori.

» Este posibil ca pentru efectuarea unei excursii sa existe mai multe modalitati de a modifica

indicatoarele astfel incat costul total sa fie minim.

# Puncte Restrictii
1 9 li — j| = 1, pentru fiecare dintre cele @) excursii
2 7 Toate indicatoarele arata initial R, cu exceptia celui din dreptul satului N
3 6 Toate indicatoarele arata initial L, cu exceptia celui din dreptul satului 1
4 11 N <200 si @ <300
5 29 N,Q <3000
6 22 N,Q < 70000
7 16 Nu exista alte restrictii suplimentare
Exemple
excursie.in excursie.out
7 Q
RRRLLLL
1
26
5 0
RRLRL 1
3 1
13
41
25

110



LRRRLRL
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N 0 O b
JEE NG QI G

Explicatii
Primul exemplu:

« Pe insula exista N = 7 sate, iar initial, conform indicatoarelor din dreptul satelor:
— din satul 1 se poate ajunge in satul 2;
— din satul 2 se poate ajunge in satul 3;
— din satul 3 se poate ajunge in satul 4;
— din satul 4 se poate ajunge in satul 3;
— din satul 5 se poate ajunge in satul 4;
— din satul 6 se poate ajunge in satul 5;
— din satul 7 se poate ajunge in satul 6.

o Va fi efectuata o singura excursie (¢ = 1): JOHN va incepe din satul 2, iar MARY din satul
6. Fara a schimba niciun indicator (cost total: 0 dolari), cei doi se pot intalni, de exemplu,
in satul 3, respectand indicatiile de pe indicatoarele intalnite. Astfel, JOHN se va deplasa
din satul 2 in satul 3. De asemenea, MARY se va deplasa, pornind din satul 6, in satul 5,
apoi in satul 4, iar in cele din urma in satul 3, unde se va intalni cu JOHN.

Al doilea exemplu:

« Pentru cea de a doua excursie (4, 1), este necesar ca cel putin un indicator sa fie schimbat,
cu costul de 1 dolar. De exemplu, indicatorul din dreptul satului 3 poate fi transformat din
L in R.

Al treilea exemplu:

« Pentru cea de a treia excursie (2, 8), este nevoie ca cel putin doua indicatoare sa fie schim-
bate, cu costul total de 2 dolari. De exemplu, indicatoarele din dreptul satelor 2 si 6 pot fi
transformate din L in R. JOHN si MARY nu se pot intalni daca nu schimba cel putin doua
indicatoare in cadrul acestei excursii.

10.2 Rezolvarea problemei Excursie

Observatie initiala:

Fara a pierde din generalitatea rezolvarii, consideram ca x < y, pentru fiecare dintre cele @)
excursii. Fie k satul pentru care se va obtine un cost total minim (in cadrul unei excursii); pot
exista mai multe astfel de sate k, Insa vom considera doar unul dintre ele, din moment ce toate
vor rezulta in acelasi cost total.

Observam ca: = < k <y (orice sat k, cu k < x, va genera un cost mai mare sau egal decat satul
x, de vreme ce, de exemplu, JOHN ar putea ramane pe intreaga durata a traseului in satul x;
similar rationam si pentru orice sat k, cu k > y.).
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Idee:

Pentru fiecare excursie (z < y), consideram fiecare punct posibil de intalnire k si calculam costul
pentru a ajunge in punctul k& din = si y. Pentru a ajunge dintr-o pozitie z in pozitia k, unde
x < k, trebuie ca toate caracterele din secventa x ... k—1 sa fie R. Pentru a ajunge dintr-o pozitie
y In pozitia k, unde y > k, trebuie ca toate caracterele din secventa k + 1...y sa fie L.

Vom precalcula urmatorii vectori:

o Pref[i]- numarul de caractere L din secventa 1...14
o Suf f[i]- numarul de caractere R din secventa i... N

Costul pentru ca o excursie x < y sa se intalneasca in punctul k& (z < k < y) este:

cost(k) = Preflk — 1] — Preflx — 1] + Suf flk + 1] — Suf fly + 1]
cost(k) = (Preflk — 1]+ Suf flk + 1]) — (Preflxz — 1] + Suf fly + 1])
Pentru claritate, notam cu Value(k) = Pref[k — 1] + Suf f[k + 1]. Deci, cost(k) = Value(k) —
(Prefle — 1] + Suf fly +1]).
Facem urmatoarele 2 observatii:

1. Value(k) nu depinde de valorile lui x si y.
2. (Preflx — 1]+ Suf fly + 1]) nu depinde de valoarea lui k.

Mai concret, cost(k) este diferenta dintre o valoare prestabilita (Value nu isi modifica valoarea
da la o excursie la alta) si o constanta. Cum Value difera in functie de k, raspunsul nostru este
dat de valoarea minima a lui Value(k).

Astfel, problema noastra s-a redus la a afla k intre = si y, pentru care Value(k) este minim.
Exista mai multe abordari pentru a afla minimul dintr-un interval.

Pentru determinarea optima a minimului pe un interval, vom construi o matrice RMQ (Range
Minimum Query), care retine minimul pe intervale de lungimi puteri de 2, dupa care, aflarea
minimului pe orice interval (z,y) se obtine in O(1).

Solutie alternativa - Catalin Francu

O alta varianta de calcul a RMQ, raspunde celor () interogari in timp total O(Q log N), folosind
memorie suplimentara doar O(N) in loc de O(N log N). Procedam astfel:

1. Ordonam excursiile descrescator dupa capatul stang.

2. Trecem prin vector de la dreapta la stanga si, la fiecare pozitie =, adaugam Value(z) intr-o
stiva de maxime ordonata descrescator. Asadar, Value(z) va elimina din varful stivei toate
valorile mai mici decat ea Insasi.

3. Dupa adaugarea lui Value(x) in stiva, raspundem la toate interogarile care incep la pozitia
x. Pentru o interogare (z,y), raspunsul este cea mai mare valoare aflata in stiva pe o pozitie
mai micd sau egald cu y. Intrucét stiva este ordonats, putem ciuta binar acea valoare.

10.3 Cod-sursa pentru problema Excursie

using namespace std;
ifstream f ( );
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ofstream g ("excursie.out");

const int NMAX = 200000;
const int QMAX = 200000;
const int LOGMAX = 20;

int N, Q;

char S[NMAX+5];

int Pref[NMAX+5];

int Suff[NMAX+57;

int Value[NMAX+5];

int Log[NMAX+57;

int RMQ[LOGMAX][NMAX+5];

void Read () {

f >> N;

for (int i = 1; i <= N; ++ i ) f > S[i];
}

void Precalculare () {
for (int i = 1; i <= N; ++ i)

Pref[i] = Pref[i-1] + (S[i] == 'L");
for (int i =N; i>1; -—-1)
Suff[i] = Suff[i+1] + (S[i] == 'R");

for (int i

=1; 1 <=N; ++ 1)
Valuel[i] =

(Pref[i-1] + Suff[i+1]);

Log[1] = 0;

for (int i = 2; i <= N; ++ 1)
Logli] = Log[i/2] + 1;

for (int i = 1; i <= N; ++1i)
RMQL@I[i] = Valuel[il;

for (int 1 = 1; (I1<<1) <= N; ++ 1)
for (int i = 1; i + (1<<1) = 1 <= N; ++ i)
RMQL11[i] = min(RMQL1-1][il, RMQL1-11[i + (1<<(1-1))1);
}

int GasesteMinim (int x, int y) {
int 1g = Logly - x + 1];
return min(RMQ[1g][x], RMQ[1lglly - (1<<lg) + 11);

3
void Solve () {
int Q;
f > Q;
for (int i =1; i <=Q; ++1i ) {
int x, y;
f >> x> y;

if (x > y) swap(x, y);
g << GasesteMinim(x, y) - (Pref[x-1] + Suffl[y+1]) << '\n';

}

int main () {
Read();
Precalculare();
Solve();
return 0;
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10.4 Problema F1

Propusa de: prof. lonel-Vasile Pit-Rada, Colegiul National ,Traian”™ Drobeta-Turnu Severin

Se da un tablou bidimensional cu N linii si /V coloane. Exista () pozitii distincte, etichetate cu
numere naturale distincte de la 1 la ), unde in tablou exista valoarea 1, la toate celelalte pozitii
din tablou exista valoarea 0. Pentru o pozitie oarecare, dintre cele () date, numim ,forta” acelei
pozitii numarul subtablourilor din tabloul dat care contin doar o singura valoare 1, cea aflata la
acea pozitie, restul elementelor din subtablouri fiind egale cu 0.

Cerinte

Pentru un sir format din P etichete distincte, dintre cele corespunzatoare celor () pozitii date, se
cere sa se calculeze suma ,fortelor” acestora.

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare f1.in se gasesc numerele naturale N, () si P, separate
prin spatiu. Pe urmatoarele () linii se afla cate doua numere naturale, separate prin spatiu,
reprezentand linia si coloana pentru fiecare dintre cele () pozitii unde se afla valoarea 1, in ordinea
etichetelor lor. Pe urmatoarele P linii se afla cate un numar natural, reprezentand cele P etichete
ale pozitiilor pentru care trebuie calculata suma ,fortelor”.

Date de iesire

Fisierul de iesire f1.out va contine pe prima linie un numar natural reprezentand suma ,fortelor”
ceruta.

Restrictii

e« 1 <P <@ <1000.
« 1 <N <5000.
« Liniile si coloanele tabloului sunt numerotate cu 1,2, ..., N.

# Puncte Restrictii
1 2 Q=1
2 18 Q<5

Cele ) <200 pozitii unde exista valoarea 1 sunt ordonate strict crescator

3 7 dupa linii si dupa coloane

4 7 Cele ) < 200 pozitii unde exista valoarea 1 sunt situate pe aceeasi linie
5 7 N <10,Q <200

6 12 N < 300,Q <200

7 23 N < 500,Q <200

8 8 Q <200

9 16 Nu exista alte restrictii suplimentare
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Exemple

f1.in f1.out

411 36
2 2

1

432 33
22

34

41

3

1

Explicatii
9

In primul exemplu avem un tablou de dimensiune 4x4 si valoarea 1 la pozitia (2,2). Subtablourile
care contin pozitia (2,2) au coltul stAnga-sus in zona delimitata de liniile 1 si 2, respectiv coloanele
1 si 2, iar coltul dreapta-jos in zona delimitat# de liniile 2 si 4, respectiv coloanele 2 si 4. In total
36 subtablouri.

In al doilea exemplu avem un tablou de dimensiune 4x4 si valoarea 1 la pozitiile (2,2), (3,4) si
(4,1). Trebuie calculate fortele pozitiilor cu etichetele 3 si 1, deci ale pozitiilor (4,1) si (2,2).
Subtablourile care contin doar pozitia (4,1) sunt: cele cu coltul stanga sus in pozitiile (1,1) sau
(2,1) si coltul dreapta jos in pozitia (4,1); cele cu coltul stanga sus in (3,1) sau (4,1) si coltul
dreapta jos in (4,1), (4,2) sau (4,3); cea cu coltul stanga sus in (4,1) si coltul dreapta jos in (4,4).
Astfel forta pozitiei (4,1) este 24-6+1=9. Subtablourile care contin doar pozitia (2,2) sunt: cele
cu coltul stanga sus in pozitiile (1,1), (1,2), (2,1) sau (2,2) si coltul dreapta jos in pozitiile (2,2),
(2,3), (2,4), (3,2) sau (3,3); cele cu coltul stdnga sus in (1,2) sau (2,2) si coltul dreapta jos in (4,2)
sau (4,3). Forta pozitiei (2,2) este egald cu 20+4=24. Suma celor doua forte este 33.

10.5 Rezolvarea problemei F1

Solutie in O(N®):

Un algoritm forta bruta stocheaza efectiv matricea de N x N elemente. Apoi itereaza prin
toate cele O(N*) combinatii de colturi stAnga-sus si dreapta-jos ale unei submatrice. Pentru o
submatrice fixatd, algoritmul calculeazd iIn O(N?) suma submatricii. Daci suma este 1, atunci
matricea contribuie la puterea punctului pe care il contine.

Dar trebuie sa raspundem la intrebarea: despre care punct este vorba? Pentru a determina in
O(1) punctul continut, putem folosi un artificiu. In loc si stocdm in matrice valori 1, stocim
valori distincte pentru fiecare punct: 1000, 1001, 1002... Atunci suma unei submatrice va fi
S € [1000,1999] daca si numai daca ea contine exact punctul S — 1000.

Solutie in O(N?):

Putem imbunatati solutia de mai sus daca stocam sume partiale in locul matricei propriu-zise.
Atunci putem calcula suma oricarei submatrice in O(1).

Solutie in O(N?):

Continuam sa imbunatatim solutia de mai sus. Orice submatrice are o prima si o ultima coloana.
Sa iteram prin toate perechile de coloane (.S, D) si sa aflam toate submatricile care se intind de
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la coloana S si pana la coloana D si care contin exact un punct. Colectam, pentru fiecare dintre
cele N linii, numarul de puncte pe acea linie intre coloanele S si D. Putem face acest lucru in
O(1) per linie, fie folosind matricea de sume partiale, fie actualizdnd aceste valori pe masura ce
coloana dreapta D avanseaza spre dreapta.

Odata obtinuta lista de linii care contin puncte, pentru fiecare punct X care este singur pe linie
si care se numara printre cele P puncte de interes, puterea lui X creste cu L; X Lg, unde L si Ly
reprezinta distantele pana la precedenta, respectiv urmatoarea linie care contine puncte. Aceasta
deoarece un dreptunghi care il contine pe X poate sa inceapa oriunde Intre linia anterioara care
contine puncte (exclusiv) si linia lui X (inclusiv).

Solutie in O(Q - N?):

Solutia de mai sus poate fi imbunatatita. Pentru o pereche de coloane (S, D) nu este nevoie sa
iteram prin toate liniile matricei. Putem sa iteram prin cele () puncte si sa le colectam pe cele a
caror coloana este cuprinsa Intre S si D. Avand in vedere ca la fiecare colectare dorim punctele
sortate dupa linie, le sortam o singura data imediat dupa citirea datelor. Apoi, ca mai sus, puterea
fiecarui punct creste cu Ly X Lo, unde L; si Ly sunt distantele pe linie pana la punctele anterior
si urmator.

Remarcam ca acest algoritm trateaza corect, fara cod suplimentar, cazul in care mai multe puncte
se afla pe aceeasi linie. Ele vor fi consecutive In lista ordonata si toate vor avea putere 0, caci fie
Ll, fie L2 vor fi 0.

Un beneficiu suplimentar al acestei solutii este cd nu mai construieste efectiv matricea, deci
consumul de memorie este O(Q).

Solutie in O(Q*- N):

Fata de algoritmul anterior facem urmatoarea observatie. Pentru o coloana S fixata, cand avansam
de la coloana D la D + 1, daca pe coloana D + 1 nu se afla niciun punct, atunci puterea totala pe
intervalul [S; D+ 1] va fi egald cu puterea pe intervalul [S; D]. De ce? Sa ne amintim ca algoritmul
colecteaza punctele de pe coloane aflate in acel interval. Daca coloana D + 1 este goala, atunci
lista de puncte colectate nu se modifica, deci implicit nici puterea totala nu se modifica.

Rezulta ca D nu trebuie sa itereze prin toate cele (maximum) N coloane, ci doar prin cele @) care
contin puncte. Odata calculata puterea pentru o pereche de coloane (.S, D), o putem multiplica
cu C, unde C este distanta de la D pana la urmatoarea coloana care contine puncte.

Solutie in O(Q?):

Putem proceda pentru coloana S exact cum procedam in solutia anterioara pentru coloana D.
Asadar, S si D itereaza prin cele @) puncte. Odata calculata puterea unui interval [S, D], o
multiplicam cu C} x Cy, unde C si Cy sunt distantele pana la punctul anterior lui S, respectiv
urmator lui D.

Solutie in O(P - Q?) (Catalin Francu):

Putem calcula explicit puterea fiecirui punct in O(Q?) per punct. Grupam punctele in benzi,
dupa coloana. Apoi fixam un punct X si iteram prin perechi de benzi (i, j). Pentru fiecare pereche
ne intrebam: cate submatrice contin doar punctul X, au coltul stanga-sus intre benzile 7 si ¢ + 1
si au coltul dreapta-jos intre benzile j si j + 17
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Putem raspunde in O(1) la fiecare intrebare, calculand raspunsul pentru perechea (i,j + 1) din
raspunsul la perechea (7,7). Mentinem intinderea pe verticald a acestor dreptunghiuri. Initial,
pentru ¢ = j = banda din care face parte X, intinderea este data de punctul anterior si urmator
lui X in banda sa (sau 0, respectiv N + 1 daca punctul X este primul, respectiv ultimul in banda
sa).

Cind trecem la urmatorul j, evaluam toate punctele din noua banda si, daca ele sint cuprinse in
intinderea curenta, restringem aceasta intindere.

Solutie in O(Q%log Q) (Catalin Francu):

Solutia in O(Q?) este ineficientd deoarece, pentru fiecare pereche de puncte (S, D), ea colecteaza
naiv, in O(Q), punctele dintre acele coloane. Dar daca am putea sa mentinem interactiv aceasta
colectie, cu efort doar O(log )) pentru a trece de la punctul D la D + 17 Dorim sa efectuam
eficient operatiile:

1. Actualizare: Adauga un punct la colectie.
2. Interogare: Care este puterea colectiei?

(Nota: Pentru brevitate spunem ,puterea colectiei”. Formularea completa ar fi ,contributia
acestei colectii, dintre coloanele S si D, la puterile punctelor pe care le contine si care sunt si
printre cele P puncte de interes”.)

Cum recalculam puterea? Sa consideram o colectie cu 4 puncte pe liniile A, B, C' si D. Atunci
contributia lui B este (B — A)(C — B), iar contributia lui C' este (C' — B)(D — C). Acum sa
consideram ca adaugam un punct pe linia X, iar colectia devine A, B, X, C, D. Trebuie sa scadem
vechile contributii ale lui B si C si sa adaugam noile contributii ale lui B, X si C'. Puterile
celorlalte puncte din colectie nu se modifica, deci putem recalcula puterea in timp constant.

Rezulta ca trebuie sa putem accesa in O(log()) punctele anterior si urmator unui punct dat.
Putem implementa aceasta colectie cu diverse structuri de date. Solutia propusa sorteaza punctele
dupa linie. Apoi mentine un arbore Fenwick (AIB) de 0 si 1 in care bifeaza cu 1 indicii punctelor
din colectia prezenta.

La adaugarea unui punct In colectie, sa zicem cel cu indicele 17, vom interoga AIB-ul pentru
suma pana la pozitia 17. Sa presupunem ca primim raspunsul 8, deci punctul tocmai inserat este
al 8-lea In ordine In colectia curenta. Atunci putem cauta binar in AIB pozitia pe care se ating
sumele 7 sau 9 pentru a afla pozitiile elementului anterior sau urmator.

Remarcam ca o cautare binara in AIB, implementata naiv, va face log@ calculari de suma,
fiecare cu costul O(log @), deci va avea complexitatea O(log® Q). Dar ea poate fi implementats
si in O(log Q). Detalii aici.

10.6 Cod-sursa pentru problema F1

typedef struct {
int row, col;
bool is_query;
} point;
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typedef struct {
int fen[MAX_POINTS + 1];
int max_p2;
int size;
long long power;
} collection;

point p[MAX_POINTS + 21];
int ord[MAX_POINTS + 27;
collection c;

int side, num_points;

void read_input_data() {
int num_queries;
FILEx f = fopen("f1.in", "r");

fscanf(f, "%d %d %d", &side, &num_points, &num_queries);
for (int i = 1; i <= num_points; i++) {
fscanf(f, "%d %d", &p[il.row, &p[i].col);
plLil.is_query = 2
3

while (num_queries--) {
int pos;
fscanf(f, "%d", &pos);
plpos].is_query = ;
}

fclose(f);
}

void sort_points_by_line() {
std::sort(p + 1, p + num_points + 1, [] (point& a, point& b) {
return (a.row < b.row);
s
}

void place_sentinels() {
p[0].col = 0;
pLnum_points + 1].col = side + 1;

}

void sort_points_by_column() {
for (int i = 0; i <= num_points + 1; i++) {
ord[i] = i;
}
place_sentinels();
std::sort(ord, ord + num_points + 2,
[1 (int a, int b) {
return (plal.col < p[b].col);
ik
}

void collection_compute_max_p2() {
C.max_p2 = num_points;
while (c.max_p2 & (c.max_p2 - 1)) {
c.max_p2 &= c.max_p2 - 1;
3
}

void collection_fenwick_inc(int pos) {
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do {
c.fen[pos]++;
pos += pos & -pos;
} while (pos <= num_points);

}

int collection_fenwick_sum(int pos) {
int s = 0;
while (pos) {
s += c.fen[pos];
pos &= pos - 1;
3
return s;

3

int collection_fenwick_bin_search(int sum) {
int pos = 0;

for (int interval = c.max_p2; interval; interval >>= 1) {
if ((pos + interval <= num_points) && (c.fen[pos + interval] < sum)) {
sum -= c.fen[pos + intervall;
pos += interval;
3
3

return pos + 1;

b

void collection_fenwick_wipe() {
for (int i = 1; i <= num_points; i++) {
c.fen[i] = 0;
3
}

void collection_init() {
c.size = c.power = 0;
collection_compute_max_p2();

3

void collection_wipe() {
c.size = c.power = 0;
collection_fenwick_wipe();

b

int collection_get_neighbor(int self, int delta, int limit) {
int sum = collection_fenwick_sum(self);

if (sum == limit) {
return NONE;
} else {
return collection_fenwick_bin_search(sum + delta);
}
}

int collection_get_previous_point(int self) {
return collection_get_neighbor(self, -1, 1);

}

int collection_get_next_point(int self) {
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return collection_get_neighbor(self, +1, c.size);

b

void collection_update_power(int prev, int self, int next, int sign) {
if (pl[selfl.is_query) {
int x = (prev == NONE) ? 0 : p[prev].row;
int y = p[self].row;
int z (next == NONE) ? (side + 1) : pl[next].row;

c.power += sign * (y - x) * (z - y);
3
3

void collection_add_power(int prev, int self, int next) {
collection_update_power(prev, self, next, +1);

}

void collection_subtract_power(int prev, int self, int next) {
collection_update_power(prev, self, next, -1);

}

void collection_add_point(int self) {
collection_fenwick_inc(self);
C.Sizet+;
int prev = collection_get_previous_point(self);
int next = collection_get_next_point(self);

if (prev != NONE) {
int prev2 = collection_get_previous_point(prev);
collection_subtract_power(prev2, prev, next);
collection_add_power(prev2, prev, self);

}

if (next != NONE) {
int next2 = collection_get_next_point(next);
collection_subtract_power(prev, next, next2);
collection_add_power(self, next, next2);

}

collection_add_power(prev, self, next);

3

long long process_all_column_ranges() {
long long total_power = 0;
for (int 1 = 1; i <= num_points; i++) {
int left = ord[i], prev = ord[i - 11;
if (plleftl.col != p[prev].col) {
for (int j = i; j <= num_points; j++) {
int right = ord[j], next = ord[j + 11;
collection_add_point(right);
if (pLright].col != p[next].col) {
total_power +=
C.power *
(pLleft].col - plprev].col) *
(pCnext].col - plright].col);
}
3
collection_wipe();
3
3
return total_power;

3
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void write_answer(long long answer) {
FILEx f = fopen("f1.out", "w");
fprintf(f, "%11d\n", answer);
fclose(f);

3

int main() {
read_input_data();
sort_points_by_line();
sort_points_by_column();
collection_init();

long long total_power = process_all_column_ranges();

write_answer (total_power);
return 0;
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10.7 Problema Pcp

Propusa de: prof. Ciprian Chesca, Liceul Tehnologic ,Grigore C. Moisil” Buzau

Se considera un numar natural nenul N.

Cerinte

Sa se determine toate patratele perfecte distincte care se obtin prin permutarea cifrelor numarului
N.
Exemple:

o Pentru N = 691 prin permutarea cifrelor sale se obtin numerele 169, 196, 619, 691, 916, 961
din care 3 sunt patrate perfecte: 169 = 132,196 = 142 si 961 = 312.

o Pentru N = 1044 prin permutarea cifrelor sale se obtin numerele 0144, 0414, 0441, 1044,
1404, 1440, 4014, 4041, 4104, 4140, 4401, 4410 din care 2 sunt patrate perfecte: 144 =
122,441 = 212,

Date de intrare

Fisierul de intrare pcp.in contine pe primul rand numarul natural V.

Date de iesire

Fisierul de iesire pcp.out va contine pe prima linie numarul P reprezentand numarul de patrate
perfecte care se pot obtine prin permutarea cifrelor numarului NV si apoi pe urmatoarele P linii
cele P patrate perfecte in ordine crescatoare.

Daca nu exista niciun patrat perfect ce se poate obtine prin permutarea cifrelor lui NV se va afisa
mesajul nu exista.

Restrictii

« 0< N < 10"
o Cifrele de 0 care prin permutarea cifrelor lui N apar la inceputul unui numar, nu se iau in
considerare.

Puncte Restrictii

#
1 20 1< N <104
2
3

68 108 < N < 1013
12 1013 < N < 10

Exemple

pcp.in pcp.out
691 3
169
196
961

1044 2
144
441
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202050 4

225
2025
22500
202500

2023 nu exista

10.8 Rezolvarea problemei Pcp

Brute force

O prima abordare, nu tocmai eficienta, ar putea consta in construirea tuturor permutarilor cifrelor
numarului N si verificarea proprietatii ca numarul obtinut sa fie patrat perfect. Aceasta abor-
dare presupune utilizarea unui mecanism de tip backtracking sau un algoritm echivalent pentru
generarea tuturor permutarilor si care poate fi optimizat prin vectori de frecventa a cifrelor.

Solutie eficienta

O solutie eficienta consta In generarea tuturor patratelor perfecte mai mici decat N. Pentru fiecare
patrat perfect generat se va verifica daca cifrele sale coincid cu cifrele numarului N cu exceptia
cifrelor de 0. Avand in vedere ca se cere si numarul acestora, numerele cu proprietatea ceruta
trebuie memorate intr-o structura de date adecvata(vector) si afisate ulterior fara a fi sortate

deoarece au fost generate in ordine crescatoare.
Ordinul de complexitate al solutiei este O(v N -log N).

Solutie eficienta optimizata - prof. Adrian Panaete, stud. Gabriel
Theodor Tulba-Lecu

Se pot realiza urmatoarele optimizari:

» Se va construi un vector de frecvente, pe care-l vom nota cu F'R pentru cifrele nenule
disponibile generand succesiv toate patratele < VALM AX si verificam la fiecare pas daca
vectorul de frecvente al patratului la care am ajuns coincide cu vectorul F'R, caz in care
am descoperit o solutie.

o In locul efectudrii inmultirilor, pentru a genera patratele perfecte se pot utiliza adunari
folosind ideea can® =1+3+5+ -+ (2n— 1)

e Deoarece frecventa unei cifre este cel mult 14, putem simula vectorul de frecvente utilizand
un numar pe 64 de biti.

Astfel fiecarei cifre i se aloca cate 4 biti:
pentru cifra 1 - primii 4 biti,
pentru cifra 2 - urmatorii 4 biti,

pentru cifra 9 - ultimii 4 biti.

In total 36 de biti.

Incrementarea frecventei cifrei 1 se va realiza prin adunare cu 16°,
Incrementarea frecventei cifrei 2 se va realiza prin adunare cu 161,

Incrementarea frecventei cifrei 9 se va realiza prin adunare cu 168,

Decrementarea frecventei cifrelor se va face similar (frecventa cifrei C se realizeaza scazand
din numéarul pe 64 de biti valoarea 1691
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o Cat timp verificim un patrat generat cu valoarea mai mica decdt VALMAX (< numarul
maxim ce se poate forma cu cifrele disponibile), frecventa cifrei 0 nu ne intereseaza.

« Vectorul de frecvente al unei valori (k+ 1)? poate fi ,recalculat” din vectorul de frecvente al

lui &2 astfel: Parcurgem succesiv si simultan cifrele celor doud patrate incepand de la cifra
unitatilor si continuand cu cifra zecilor, a sutelor, etc.
La fiecare ordin scddem frecventa cifrei la care am ajuns in k? si o crestem pe cea de la
(k +1)? si eliminam cifrele respective. In acest mod, in momentul in care cele dous valori
obtinute coincid am realizat transformarea vectorului de frecvente deoarece cifrele ramase
neprocesate din cele doud valori &% si (k + 1)? coincid.

Solutie de 100 puncte - prof. Mihai Bunget

Se determina cifrele numarului NV si se afla cel mai mic numar (A) si cel mai mare numar (B) care
se pot forma cu cifrele lui N. Se parcurg valorile de la [v/A] la [v/B], iar pentru fiecare valoare x se
determina cifrele lui z - si, folosind vectori de frecventa, se verifica daca acestea coincid cu cifrele
lui N. Optimizarea se produce daca observam ca in functie de restul Impartirii lui N la 9 putem
alege sa verificam numai anumite valori ale lui z. Astfel, daca restul R al impartirii lui NV la 9
este 0 trebuie sa parcurgem doar numerele x divizibile cu 3, daca R este 1 parcurgem numerele x
ce dau restul 1 sau 8 la Impartirea cu 9, daca R este 4 parcurgem numerele = ce dau restul 2 sau
7 la Impdrtirea cu 9, iar daca R este 7 parcurgem numerele z ce dau restul 4 sau 5 la impartirea
cu 9. Aceasta se explica prin faptul ca restul impartirii unui patrat perfect la 9 poate fi doar 0,1,4
sau 7, iar acest patrat perfect trebuie sa aiba aceleasi cifre cu /N deci ambele vor da acelasi rest la
impartirea cu 9. Matematic restul impartirii unui numar la 9 este egal cu restul Impartirii sumei
cifrelor sale la 9. Pentru afisarea solutiilor in ordine crescatoare se sorteaza vectorul solutiilor.

Restul tmpartirii unui patrat perfect la 9 poate fi doar 0,1,4 sau 7. Deci daca N nu da unul din
aceste resturi la impartirea cu 9 se va afisa nu exista. Altfel, se va verifica daca un patrat perfect
are aceleasi cifre cu N dar si acelasi rest la impartirea cu 9.

10.9 Cod-sursa pentru problema Pcp

using namespace std;

long long n, max_n, cnt@ = 0, residue;
long long cnt;

long long ans[500];

char fr_n[10];

char fr_k[10];

vector<vector<int>> visited_residues = {{0, 3, 63}, {1, 83}, {3, {3, {2, 7%}, {3}, {3, {4, 53, {3}};

void compute_fr(long long n, char *fr) {

while (n) {
frin % 10]++;
n/=10;

3

}

long long compute_max_n(char *fr) {
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long long r = 0;
for (int i = 9; i >= 0; i--) {
for (int j = 0; j < fr[il; j++) {
r=r %10 + i;

}

return r;

void clear_fr(char *fr) { memset(fr, 0, 10 * sizeof(char)); }
bool compare_fr(char xfr1, char *fr2) {return memcmp(fri+1, fr2+1, 9*sizeof(char))==0;}

int main() {

FILE *file_in = fopen('pcp.in", "r");
FILE *file_out = fopen("pcp.out", "w");
fscanf(file_in, "%11d\n", &n);

residue = n % 9;

if (visited_residues[residue].size() == 0) {
fprintf(file_out, "nu exista");
return 0;

}

compute_fr(n, fr_n);
max_n = compute_max_n(fr_n);
for (long long j = 0; j * j <= max_n; j += 9) {
for (auto &r : visited_residues[residue]) {
clear_fr(fr_k);
compute_fr((j + r) * (j + r), fr_k);
if (compare_fr(fr_n, fr_k)) {
ansfcnt++] = (j +r) * (J +r);

b

if (cnt == 0) {
fprintf(file_out, "nu exista\n");
return 0;

3

fprintf(file_out, "%11d\n", cnt);

for (int i = 0; i < cnt; i++) {
fprintf(file_out, "%11d\n", ans[il);

}

return 0;

using namespace std;
ifstream f("pcp.in");
ofstream g("pcp.out");

long long n,m,pp,x,i,j,a,ok,sol,r,u,b[100000],al1,m1,rest,pas;
int v[10],w[101,z[10];

void calcul()

for(i = al; i <= a; i = i+pas)
{

for(u = 0; u <= 9; u++)
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wlul = 0;
X = i*i;
pp = X;
while(x != 0)
{
r = x%10;
wlrl++;
X = x/10;
3
ok = 1;
for(u = 1; u <= 9; u+t)
if(wlul!=v[ul) ok = 0;
if(w[0I>v[0]) ok = 0;

if(ok==1)
{
sol++;
b[sol] = pp;
}
3
}
int main()
{ f>n;
while(n!=0)
{
r =n%lo;
virl++;
wlrl++;
z[r]++;
rest += r;
n=n/10;
3
rest = rest%9;
m= 0;
for(i =9; i > 0; i--)
while(w[i]>0)
{
m = mx10+i;
wlil--;
}
ml = 0;
for(i = 1; 1 <= 9; i++)
while(z[i]>0)
{
ml = ml*10+i;
z[i]--;
}

a = floor(sgrt(m));
al = floor(sqrt(ml));
sol = 0;
if(rest==0)
{
if(al1%3!=0)
al = al+(3-al%3);
pas = 3;
calcul();
}
else
if(rest==4)
{
if(a1%9==2)
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pas = 9;
calcul();
al += 5;
calcul();
}
else
if(a1%9==7)
{
pas = 9;
calcul();
al += 4,
calcul();
}
else
{
if(al%9 < 2)
{
al += 2-al1%9;
pas = 9;
calcul();
al += 5;
calcul();
3
else
if(al%9 < 7)
{
al += 7-al%9;
pas = 9;
calcul();
al += 4;
calcul();
3
else
{
al += 3;
pas = 9;
calcul();
al += 5;
calcul();
}
3
}
else
if(rest==7)
{
if(a1%9==4)
{
pas = 9;
calcul();
al++;
calcul();
3
else
if(al1%9==5)
{
pas = 9;
calcul();
al += 8;
calcul();
}
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else

while(al1%9!=4)al++;
pas = 9;

calcul();

al++t;

calcul();

}

else
{

if(al1%9==0)

{
al++;
pas = 9;
calcul();
al += 7,
calcul();

}

else

if(al1%9==1)

{
pas = 9;
calcul();
al += 7,
calcul();

}

else

if(al1%9 < 8)

{
al += 8-al1%9;
pas = 9;
calcul();
al += 2;
calcul();

else

pas = 9;
calcul();
al += 2;
calcul();
}
3
if(sol==0) g << o
else{
sort(b+1,b+sol+1);
g << sol << :
for(i = 1; i <= sol; i++) g << b[i] <<
3

return 0;
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Capitolul 11

Barajul 2

11.1 Problema Ashima

Propusa de: prof. Bunget Mihai, Colegiul National ,Tudor Viadimirescu” Targu Jiu

Se di un sir A, ale carui elemente sunt definite prin relatia A; = i** - 2/, pentru orice 1 < 4, unde
K este un numar natural dat. Elementele acestui sir se aseaza intr-o matrice M, formata din L
linii si C' coloane, astfel: My; = Ay, Moy = Ay, My = Az, M3y = Ay, Moy = A5, My3 = Ag, My =
Az, M3y = Ag, ..., adica parcurgdnd matricea pe diagonale din stanga-jos spre dreapta-sus.

De exemplu, pentru K = 0, L = 3si C' = 4, sirul A este format din elementele 2, 4,8, 16, 32,64, ...,
iar matricea M va fi completata astfel:

2 8 64 012
4 32 256 2048
16 128 1024 4096

Cerinte
Ashima va cere sa raspundeti la ) cerinte de forma:

e l1 ly 1 cg : care este suma elementelor M, ; din matricea M astfel incat [; < i < [y si
1 <j<e?

Date de intrare

Pe prima linie a fisierului de intrare ashima. in se afla numerele K, L, C' si @), iar pe urmatoarele
@ linii se afla cate patru numere l; [y ¢; cs.

Date de iesire

In fisierul de iesire ashima.out se vor afisa @ linii. Pe linia i se va afisa rezultatul celei de-a i-a
cerinte, modulo 1000000 007.

Restrictii

c 0<K<3
. 1< L,C < 100000
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1< Q <200
1<h<k<L

1< <ep<C
Oélg—ll, 62—01§1000

# Puncte Restrictii
1 16 1<L,C <100
2 21 1< L, C <1000
3 27 K=0
4 15 K=1
5 12 K=2
6 9 K=3
Exemple
ashima.in ashima.out
0 343 584
1124 366
1213 1512
1323
1252 1080
1124 642
1213
Explicatii

o Pentru primul exemplu matricea M se completeaza ca in exemplul dat in enunt.

La prima cerinta trebuie calculata suma elementelor aflate intre liniile 1 si 1 si coloanele 2
si 4. Suma acestor elemente este 8 + 64 + 512 = 584.

La a doua cerinta trebuie calculata suma elementelor aflate intre liniile 1 si 2 si coloanele 1
si 3. Suma acestor elemente este 2 + 8 4 64 + 4 4 32 + 256 = 366.

La a treia cerinta trebuie calculata suma elementelor aflate intre liniile 1 si 3 si coloanele 2
si 3. Suma acestor elemente este 8 4 64 4 32 + 256 + 128 + 1024 = 1512,

Pentru al doilea exemplu avem K = 1, deci sirul A are elementele 1-2', 222 3.23 ... 10-
210 jar matricea M, cu 2 linii si 5 coloane, se completeaza astfel:

2 24 160 896 4608
8 64 384 2048 10240

La prima cerinta trebuie calculata suma elementelor aflate intre liniile 1 si 1 si coloanele 2
si 4. Suma acestor elemente este 24 + 160 + 896 = 1080.

La a doua cerinta trebuie calculata suma elementelor aflate intre liniile 1 si 2 si coloanele 1
si 3. Suma acestor elemente este 2 + 24 + 160 + 8 + 64 + 384 = 642.

Daca ati reusit sa raspundeti la cerinte, sirul A shi matricea Ma va multumesc pentru ajutor!
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11.2 Rezolvarea problemei Ashima

Solutie bruta 16p.

Se parcurge matricea M pe diagonale, din stanga-jos spre dreapta-sus, completand-o cu elementele
sirului A. Apoi, pentru fiecare cerinta, se calculeaza suma elementelor submatricii determinate
de liniile {; si ly, respectiv coloanele ¢; si c;.

Complexitate O(L-C+Q - L-C)

Solutie bruta cu sume partiale 37p.

Se parcurge matricea M pe diagonale, din stanga-jos spre dreapta-sus, completand-o cu elementele
sirului A. Apoi se calculeaza sumele partiale pentru matricea M folosind recurentele SC; =
SCj+M, ;, M;; =M, ;_1+SC;, pentru fiecare i € {1,2,...,L}, j € {1,2,...,C}, unde SC; este
suma elementelor pe coloana j pana la pozitia curenta. Calculul sumei elementelor submatricii
determinate de liniile /; si lo, respectiv coloanele ¢; si cq, se face cu formula My, ., — M, ;-1 —
My, 1y + My 16,1

Complexitate O(L - C' + Q)

Solutie optima 100p.

Pentru a raspunde la o cerinta, se determina pentru fiecare diagonala stanga-jos dreapta-sus a
submatricii determinate de liniile {; si Iy, respectiv coloanele ¢; si ¢y, suma elementelor de pe
aceasta diagonala. Pentru aceasta se determina pozitia in sirul A a primului si ultimului element
de pe diagonala. Pentru a determina pozitia elementului M ; in sirul A, se afla cite elemente
sunt situate pe diagonalele anterioare ale matricei pana la pozitia acestui element. Sa notam cu
h, respectiv u, pozitiile primului, respectiv ultimului element de pe o diagonala in sirul A. Atunci
suma elementelor de pe aceasta diagonala a submatricii va fi S, — S,_1, unde am notat cu S,
suma primelor n elemente din sirul A.

In functie de valoarea exponentului K, valoarea lui .S, este:
pentru K = 0 avem S,, = 2" — 2
pentru K = 1 avem S, = 2" . (n — 1) + 2;

pentru K = 2 avem S, = 2" . (n? —2-n + 3) — 6;
pentru K = 3 avem S, = 2" . (n? —3-n?+9.n — 13) + 26.

Calculul acestor sume se poate face astfel:

o Pentru K =0 avem S, = 2+ 22 + 2% + ... + 2" Inmultind aceasta relatie cu 2 obtinem
2:5, =2%+234... 42" 42" Scdzand din aceasta relatia initiald obtinem S, = 2"+ —2.

e Pentru K =1 avem S, =1-2+2-22+3-2%+... 4 n-2" Inmultind aceasta relatie cu
2 obtinem 2+ 5, =1-2242-234 ... 4+ (n—1)-2" +n- 2" Scizand din aceasta relatia
initiald obtinem S, = n- 271 =222 ... _2n = p.2nHl (0t _9) = 9n+l. (1) 42,

o Pentru K =2 avem S, = 12-2+22.224+32.23 ...+ n?.2" Inmultind aceasta relatie cu 2
obtinem 2-5,, = 12-22422.23 4. . .4 (n—1)%-2"+n?.2"*1. Scdzand din aceasta relatia initiald
obtinem S, = n?- 271 —1.2-3.22— ... —(2.n—1)-2" = n2.27+1 —2.(1.242.22 4 - -4
242422+ 42" = 2. 2m 2. (27T (n—1)+2) 4 (2" —2) = 2"t (n? —2.n+3) —6.

e Pentru K =3avem S,, = 13-2+4+23.2243%3.23 ... 4+ n3.2" Putem scrie S,, =2-S,— S, =
13_22+23_23+33_24+_"+n3_2n+1_(13_2+23_22+33'23+___+n3'2n) :2n+1'n3_3_(12'
242222432234+ 402 2")+3-(1-242-224+3- 28+ 40 2") — (2422 4+ 23 4. 4 27)
si se folosesc formulele anterioare.
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Complexitate O(Q - max(ly — Iy +c2 — ¢;) - log(L - C))

Optimizare (prof. Adrian Panaete, Catalin Francu)

O optimizare eleganta, dar care nu este necesara pentru a obtine 100p, calculeaza puterile lui 2
in timp constant, eliminand factorul logaritmic. Pentru fiecare dintre cele L + C' — 1 diagonale
precalculam puterea lui 2 necesara pentru primul termen de pe acea diagonala (asadar pe prima
coloand si pe ultima linie din matrice). Cand avem nevoie de puterea 2% pentru cel de-al k-
lea termen, Tnmultim puterea precalculatd pe diagonala lui k cu 2¢, unde d este distanta dintre
elementul k si primul element de pe acea diagonala. Aceasta optimizare necesita doi vectori de
cate 200000 de elemente, deci 1,6 MB de memorie.

Aceasta solutie poate fi impinsa mai departe pornind de la Mica Teorema a lui Fermat, care ne
spune ca 2M9P~1 = 1 (mod MOD). Asadar, pentru a calcula 2¥, putem incepe prin a calcula
K =k mod (MOD — 1). Astfel exponentul maxim va fi 1000000005 < 23°. Acum construim
doi vectori de cite 2! = 32768 de elemente fiecare: ali] = 232768%% i p[i] = 2!. Atunci 2F
= a[k'/32768] x b[k’ mod 32768]. Aceasta optimizare necesitda 2 x 32768 x 4 = 256 KB de

memorie.

11.3 Cod-sursa pentru problema Ashima

using namespace std;

ifstream f( );

ofstream g( );

const long long mod = 1000000007;
11 K,L,C,Q;

11 1a,1b,ca,chb;

11 doi = 2;

void date()

{
f > K> L > C > Q;
}
11 poz(1l 1, 11 c¢)
{
11 r;
if(L <= O){
if(l+c <= L+1) r = (1+c-2)*(1l+c-1)/2+c;
else if(l+c <= C+1) r = Lx(L+1)/2+L*x(1+c-L-2)+L-1+1;
else r = Lx(L+1)/2+L*(C-L)+(L-1)*L/2-(L+C-1-c+1)*(L+C-1-c+2)/2+L-1+1;
}
else{
if(l+c <= C+1) r = (1+c-2)*(1l+c-1)/2+c;
else if(l+c <= L+1) r = Cx(C+1)/2+Cx(1+c-C-2)+c;
else r = Cx(C+1)/2+C*(L-C)+C*(C-1)/2-(L+C-1-c+1)*(L+C-1-c+2)/2+L-1+1;
3
return r;
}

11 pwr(ll e)

{
if(e==0) return 1;
if(e%2==0)
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11 z = pwr(e/2);
return (zxz)%mod;

3
return (doi*pwr(e-1))%mod;
}
11 suma(ll n)
{
11 r,x,y,m;
if(K==0)
{
r = (pwr(n+1)-2+mod)%mod;
3
else
if(K==1)
{
= pur(n+1);
= ((n-1)%mod*r+2)%mod;
3
else
if(K==2)
{
r = pwr(n+l);
m = n%mod;
X = (m*m)%mod;
X = (x=2*%m+3+2xmod)%mod;
r = (rxx%mod-6+mod)%mod;
3
else
{
r = pwr(n+1);
m = n%mod;
x = (m*m)%mod;
y = (mxx)%mod;
X = (y-3*x%mod+9xm¥%mod-13+4*mod)%mod;
r = (rxx+26)%mod;
}
return r;
}

void solsoft()

{
11 i,j,h,u,sol;

for(i = 1; i <= Q; i++)

{
f >> 1la >> 1lb >> ca >> cb;
sol = 0;
for(j = la; j <= lb; j++)
{

h = poz(j,ca);
if(j+ca-la<=cb) u = poz(la,j+ca-la);
else u = poz(j+ca-ch,cbh);
sol = (sol+suma(u)-suma(h-1)+mod)%mod;
}
for(j = ca+l; j <= cb; j++)
{

h = poz(lb,j);
if(j+lb-la<=cb) u = poz(la,j+lb-1la);
else u = poz(j+lb-cb,ch);
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sol = (sol+suma(u)-suma(h-1)+mod)%mod;

}
g << sol << "\n";
3
}
int main()
{
date();
solsoft();
return 0;
}

//Catalin Francu
#include <stdio.h>

#define MOD 1000000007
#define ROOT_MOD 32768
#define ROOT_BITS 15

typedef unsigned long long u64;
typedef __int128 i128;

int k, 1, c;
// pow2: 240, 21, 2%2, ..., 232767
// pow2_large: 2%0, 232768, 2765536, 2°98304, ... 2*(32768%32767)

int pow2[ROOT_MOD];
int pow2_large[ROOT_MOD];

void precompute_powers_of_2() {
pow2[0] = 1;
for (int i = 1; i < ROOT_MOD; i++) {
pow2[i] = pow2[i - 1] * 2 % MOD;
3

pow2_large[0] = 1;
pow2_large[1] (2 * pow2[ROOT_MOD - 1]1) % MOD;
for (int i = 2; i < ROOT_MOD; i++) {
pow2_large[i] = (u64)pow2_large[i - 1] * pow2_large[1] % MOD;

3
3

int power_of_2(u64 e) {
e %= (MOD - 1); // Mica teoremd a lui Fermat.

long long small = pow2_largel[e >> ROOT_BITS];
long long large = pow2[e & (ROOT_MOD - 1)1;
int result = small * large % MOD;

return result;

3

// Pentru a deduce aceste formule, fie S_kn = \sum_1%n i"k*2"1.

// Atunci S_3n se deduce astfel:

// S_3n = sum i*3*%2*1 =

// sum [(i-1) + 1]%3*%2*1 =

// sum (i-1)"3*%2%1 + 3 sum (i-1)"2%¥2*1 + 3 sum (i-1)*2"1 + sum 2"1 =

// sum (i-1)*3*%2*(i-1) + 3 sum (i-1)"2*#2*(i-1) + 3 sum (i-1)*2*(i-1) + sum 2*1 =
// Apoi facem schimbarea de variabila i-1 -> j si regdsim sumele

// S_3n - n*3*%2*n, S_2n - n"2%2*n, S_1n - n*2"n.

int sum_i_k_2_i(int k, 1128 n) {

134



i128 polynomial = 0;

int free_term = 0;
switch (k) {
case 3:
polynomial = ((n = 3) * n+ 9) *x n - 13;
free_term = 26;
break;
case 2:
polynomial = (n - 2) * n + 3;
free_term = -6;
break;
case 1:
polynomial = n - 1;
free_term = 2;

break;

case 0:
polynomial = 1;
free_term = -2;
break;

3

polynomial %= MOD;
int result = (polynomial * power_of_2(n + 1) + free_term) % MOD;

return result;

3

int min(int x, int y) {
return (x <y) ? x : vy;

}

u64 get_square_number(int row, int col) {
int m = min(1, ¢);
int diag = row + col - 1;
u64 result;

if (diag <= m) {
result = (u64)diag * (diag + 1) / 2 - (row - 1);
} else if (diag >=1 + c - m) {

result = (u64)l * ¢ + 1 - get_square_number(l + 1 - row, c + 1 - col);
} else if (1 < ¢) {
result = (u64)(diag = m) * m + (u6d)m * (m + 1) / 2
- (row - 1);
} else {
result = (u64)(diag - m) * m + (u6d)m *x (m + 1) / 2
- (¢ - col);
}

return result;

3

u64 get_partial_sum_at(int row, int col) {
u64 square_number = get_square_number(row, col);
return sum_i_k_2_i(k, square_number);

, _ik_2_

int rectangle_query(int rowl, int coll, int row2, int col2) {

i128 positive = 0;
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for (int col = coll; col < col2; col++) {
positive += get_partial_sum_at(rowl, col);

3

for (int row = rowl; row <= row2; row++) {
positive += get_partial_sum_at(row, col2);

3

i128 negative = 0;

for (int row = rowl + 1; row <= row2 + 1; row++) {
negative += get_partial_sum_at(row, coll - 1);

}

for (int col = coll; col < col2; col++) {
negative += get_partial_sum_at(row2 + 1, col);

3

return ((positive % MOD) + MOD - (negative % MOD)) % MOD;

int main() {
int num_queries;
FILEx fin = fopen(“ashima.in", "r");
FILEx fout = fopen(“ashima.out", "w");

fscanf(fin, "%d %d %d %d", &k, &l, &c, &num_queries);
precompute_powers_of_2();

while (num_queries--) {
int rowl, coll, row2, col2;
fscanf(fin, "%d %d %d %d", &rowl, &row2, &coll, &col2);
int answer = rectangle_query(rowl, coll, row2, col2);
fprintf(fout, "%d\n", answer);

3

fclose(fin); fclose(fout);
return 0;
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11.4 Problema Bossfight

Propusa de: stud. Theodor Gabriel Tulba-Lecu, Universitatea Politehnica din Bucuresti

Now we can devour gods, TOGETHER!

Gimi a gasit un nou joc, faimos pentru dificultatea sa ridicata. Jocul este alcatuit din N camere,
numerotate de la 1 la N. Fiecare camera ¢ contine un monstru a carui putere este un numar
natural P;. Gimi trece, in ordine, prin toate camerele. In fiecare camera el poate alege s& se lupte
cu monstrul sau nu.

Gimi porneste cu o sabie de durabilitate S. El Invinge un monstru doar daca puterea acestuia
este mai mica sau egala cu durabilitatea sabiei. Dupa lupta, durabilitatea sabiei scade cu puterea
monstrului. De exemplu, daca Gimi are o sabie de durabilitate 10 si se lupta cu un monstru de
putere 4, atunci durabilitatea sabiei sale va scadea la 6.

Tinand la reputatia sa, Gimi doreste sa se lupte cu exact 3 monstri din ce In ce mai puternici.
Cu alte cuvinte, daca Gimi a Invins un monstru de putere z, el se va lupta in continuare numai
cu monstri de putere strict mai mare decat z.

Cerinte

Gimi se intreaba in cate moduri poate sa aleaga 3 monstri cu care sa se lupte. Doua multimi
de 3 monstri se considera diferite daca exista cel putin un monstru in prima multime care nu
apartine celei de-a doua multimi.

Formal, se cere numarul de tripleti ¢ < j < k pentru care P, < P; < P, si P+ P, + B, < S.

Date de intrare

Fisierul de intrare bossfight.in contine pe prima linie doua numere naturale N si S, reprezen-
tand numarul de camere ale jocului si durabilitatea initiala a sabiei lui Gimi, iar pe a doua linie
N numere naturale P; separate prin cate un spatiu, reprezentand puterile celor N monstri.

Date de iesire

In fisierul de iesire bossfight.out se va afisa un singur numar ce reprezinta numarul total de
moduri in care Gimi poate alege monstrii.

Restrictii

¢« 1 <N <10000
e 1 < P, S <1000000000, pentru oricare 1 <7 < N

# Puncte Restrictii

1 11 1< N <100
2
3

27 1 <N <2000

62 Nu exista alte restrictii.
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Exemple

bossfight.in bossfight.out Explicatii

5 Tripletele de pozitii sunt:

343 (17 27 3)7 (L 27 4)7 (17 2, 5)a (17 37 4)7 (2a 37 4)
Un exemplu de triplet incorect este
(1,4,5), deoarece puterea monstrului din
camera 4 este mai mare decat puterea
monstrului din camera 5.

59
12

8 16 13 Tripletele de pozitii sunt:

421657938 (1,5,6),(2,4,6),(2,4,8),(2,5,6),(2,5,7),
(2,5,8),(3,4,6),(3,4,7),(3,4,8),(3,5,6),

(3,5,7),(3,5,8),(3,6,8)

11.5 Rezolvarea problemei Bossfight

Notam cu z o pozitie din sir si cu P, valoarea de la pozitia .

Solutie iIn O(N?):

O prima solutie consta in verificarea tuturor tripletelor de numere posibile si numararea celor
valide. Aceasta solutie ar trebui sa obtina in jur de 11 puncte.

Solutie in O(N?log N):

Plecam de la solutia precedentd, in care selectam toate tripletele de numere (x, y, z) cu proprie-
tateacar <y <z, P, < Py < P,si P+ P,+ P, <S. Observam ca odata cu selectarea pozitiilor
z si y, putem alege orice valoare P, din dreapta lui y cuprinsa intre [P, + 1,5 — P, — P,] (sau
similar pentru y si z fixate, iar x determinat). O solutie bazata pe aceasta idee poate obtine de
la 38 de puncte in sus, in functie de implementare.

Arbore Fenwick (AIB)

Iteram prin fiecare boss central, de la stdnga la dreapta. Pe masura ce facem asta, mentinem
o colectie cu bosii din stanga centrului. Pentru un centru fixat y, iteram prin fiecare boss din
dreapta, z. Pentru fiecare pereche (y,z) cu P, < P,, un boss corect din stanga trebuie sa aiba
puterea cel mult egala cu (P, — 1) si cel mult egala cu (S — P, — P,). Dupa ce terminam de
procesat centrul y, adaugam P, la colectie si trecem la centrul y + 1.

Cum implementam colectia? Avem nevoie de o structura care sa admita in O(log N) operatiile
(1) adauga o putere la colectie si (2) raporteaza numarul de puteri mai mici sau egale cu un P
dat. Un AIB atinge acest scop, cu observatia ci puterile pot fi 10°, deci trebuie normalizate. O
tehnica simpla de normalizare le tine sortate Intr-un vector. Prin diferenta (S — P, — P,) pot lua
nastere si valori care nu sunt printre cele N puteri date la intrare. Pe acestea le cautam binar in
vectorul sortat de puteri.

O optimizare care scade timpul de rulare cu circa 40% porneste de la urmatoarea observatie.
Daca P, —1 < S — P, — P,, atunci stim ca valoarea care ne limiteaza este P, — 1 si nu mai este
nevoie sa cautam binar pozitia lui (S — P, — P,) printre puteri.
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Cautare binara

Putem mai Intéi sa selectam valoarea de la mijloc (y), iar apoi sortam crescator secventa de valori
din dreapta lui y. Pentru orice = din stanga, putem cauta binar cea mai mica (P,;), respectiv cea
mai mare (P,3) valoare pe care o poate lua P,. Numarul de solutii pentru z este egal cu numarul
de valori din sir cuprinse intre 2; si 2.

Diverse optimizari se pot face la acesta solutie. Odata cu mutarea pozitiei y, valorile din dreapta
nu trebuiesc sortate din nou. In schimb, se poate adauga / sterge direct valoarea care este afectata
de modificarea pozitiei y in complexitate O(NN). Aceasta solutie ar trebui sa obtina pana la 78
de puncte.

Solutie in O(N?):

Plecam de la solutia precedenta, in care mai intai setam valoarea y, apoi z, iar la final cautam
binar valorile posibile ale lui P,. Motivul pentru care este nevoie sa cautam binar este acela ca
valorile lui P, alterneaza. Dar daca am sorta crescator valorile posibile ale lui P,, respectiv valorile
posibile ale lui z, atunci am putea identifica tripletele folosind o tehnica de tipul ,two-pointers”.
Pe masura ce crestem valoarea lui P,, vom scadea valoarea lui P,.

Pornim initial cu vectorul de valori posibile ale lui x care va contine strict prima valoare din sir,
in timp ce vectorul de valori posibile ale lui z va contine ultimele n — 2 valori din sir, sortate
crescator. Plecam cu y de pe pozitia a doua, si calculam toate tripletele posibile cu tehnica
prezentata mai sus. Apoi, cand trecem la y pe pozitia a treia, stergem aceasta valoare din
vectorul de valori posibile ale lui 2, si inseram valoarea de pe pozitia a doua in vectorul de valori
posibile ale lui . Putem face stergerea si inserarea naiv, in O(n). Nu este nevoie sa cautam
solutii mai eficiente, Intrucat tehnica , two-pointers” necesita oricum O(n). Repetam acest proces
pentru fiecare valoare posibila a lui y.

Aceasta solutie, cat timp este implementata eficient, ar trebui sa obtina 100 de puncte.

11.6 Cod-sursa pentru problema Bossfight

using namespace std;
ifstream fin( )8
ofstream fout( );
long long ret = 0;
int n, t, v[10000] = {3};
int main() {
fin >> n >> t;
for (int i = 0; i < n; ++i) fin >> v[i];

vector<int> rhs, lhs(v, v + n);
sort(begin(lhs), end(lhs));

for (int i =n-1; 1> 0; --i) {
lhs.erase(lower_bound(begin(lhs), end(lhs), v[il));
for (int x = 0, y = lhs.size(); x < rhs.size(); ++x) {
while (y > 0 && (lhs[y - 11 >= v[i] || lhsly - 1] + v[i]l > t - rhs[x])) --y;
if (v[il < rhs[x]) ret += y;
3
rhs.insert(lower_bound(begin(rhs), end(rhs), v[il), v[il);
3

fout << ret << endl;
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return 0;

using namespace std;
ifstream fin("bossfight.in");
ofstream fout("bossfight.out");
int N,S,r,n1,n2,v1[10002],v2[10002];
long long s;
struct pereche{
int val,p;
Iv[10002];
int cmp(pereche a, pereche b){
if(a.val<b.val)return 1;
if(a.val==b.val && a.p<b.p)return 1;
return 0;
}
int main(){
fin>>N>>S;
for(int i=1;i<=N;i++){
fin>>v[i].val;
vlil.p=i;
3
sort(v+1,v+1+N,cmp);
s=0;
for(int i=2;i<=N-1;i++){
n1=0;
for(int j=1;j<=i-1;j++){
if(v[jl.val<v[iJ.val && v[jl.p<v[il.p){
nl++;
vi[n1]=v[j].val;

}
n2=0;
for(int j=i+1;j<=N;j++){
if(v[il.val<v[jl.val && v[il.p<v[jl.p){
n2++;
v2[n2]=v[j]l.val;
3
3
int si=S-v[i].val;
for(int j=1;j<=n1;j++){
while(n2>=1 && v1[jl+v2[n2]>si){
n2--;
3
if(n2==0)break;
S=s+n2;
}
3

fout<<s;
return 0;
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11.7 Problema Veverite

Propusa de: prof. Adrian Panaete, Colegiul National ,, August Treboniu Laurian” Botosani

Doua veverite gemene au descoperit un depozit de alune care are o forma foarte ciudata. Mai
precis, depozitul are forma unei matrice N x N cu N impar. Fiecare pozitie din matrice este o
camera si in fiecare camera se afla cate o alund. Camerele sunt numerotate cu numarul de linie
si numarul de coloana. Prima veverita, pe numele ei Chip, se gaseste initial in camera (1,1), iar
a doua, pe numele ei Dale, in camera (N, N). Veveritele vor sa culeaga toate alunele si sa se
intalneasca in camera din centrul depozitului. Pentru aceasta, ele vor parcurge camerele trecand
din una in alta fara sa treaca vreodata printr-o camera prin care a mai trecut una dintre ele.
Ele se pot deplasa dintr-o camera in alta (evident, fara sa iasa din depozit si fara sa intre intr-o
camera deja vizitata). Cand trece dintr-o camera intr-alta, Chip isi noteaza traseul astfel:

o Daca merge spre camera din dreapta, din camera (L,C') in camera (L,C + 1), noteaza
trecerea cu 0.
o Daca merge spre camera din stdnga, din camera (L, C') in camera (L, C'—1), noteaza trecerea

cu 1.

o Daca merge spre camera de sus, din camera (L,C) in camera (L — 1, (), noteaza trecerea
cu 2.

o Daca merge spre camera de jos, din camera (L,C) in camera (L + 1,C'), noteaza trecerea
cu 3.

Interesant este ca la orice trecere a lui Chip dintr-o camera in alta, Dale se va muta exact in sens
opus, adica:

e Daca Chip merge spre dreapta, Dale merge spre stanga.
e Daca Chip merge spre stanga, Dale merge spre dreapta.
e Daca Chip merge in sus, Dale merge in jos.
e Daca Chip merge in jos, Dale merge in sus.

Meticulos, Chip isi calculeaza si isi noteaza In ordine lexicografica toate traseele posibile prin
care pot fi culese toate alunele din depozit. De exemplu, pentru N = 9, traseul de pe pozitia
P = 12345 este notat astfel:

0000311113333333000211200000022213312213

si corespunde schemei de mai jos:

Cerinte

Cunoscand N, sa se raspunda la () iIntrebari de forma: ,,Ce traseu a notat Chip pe pozitia P?”

Date de intrare

Fisierul de intrare veverite.in contine pe prima linie numerele N si ) cu semnificatia de mai
sus. Pe urmatoarele () linii se gasesc intrebarile, cate o intrebare pe o linie. Astfel, pe linia ¢ + 1
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(1 <i< Q) se gaseste un singur numar B;.

Date de iesire

Fisierul de iesire veverite.out contine () linii. Fiecare linie contine un sir de caractere 0, 1, 2
sau 3, neseparate prin spatiu. Sirul de pe linia ¢ (1 < i < @) va contine codificarea traseului lui
Chip corespunzator pozitiei P;.

Restrictii

e 3SN<9

e N este impar.

e 1< Q<1000

e 1 < P, <maxP, unde maxP este numarul maxim de trasee posibile pentru V.

# Puncte Restrictii

1 4 N =3

2 7 N=5

3 8 N=T7,R<10(1<i<Q)
+

5

6

7

13 N=7,P<564(1<i<Q)
19 N=9,P<10(1<i<Q)
21 N=9,P<1000(1<i<Q)
28 N=9,P <93866 (1<i<Q)

Exemple
veverite.in veverite.out
53 000031111300
1 000031303112
2 000033311120
3
91 0000311113333333000211200000022213312213
12345

11.8 Rezolvarea problemei Veverite

e Pentru N = 3 avem 2 trasee.

e Pentru N =5 avem 16 trasee.

e Pentru N = 7 avem 564 trasee.

e Pentru N = 9 avem 93866 trasee.

Solutia pentru toate subtask-urile este backtracking. Se genereaza prin backtracking toate traseele
lui Chip in ordine lexicografica avand grija ca pentru orice mutare face Chip sa consemnam si
mutarea simetrica fata de centrul matricei pe care o face Dale. Punctajele obtinute depind de
modul in care se implementeaza backtracking-ul dupa cum urmeaza.
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Solutie backtracking neoptimizat

Se considera o matrice In care vom marca pozitiile prin care a trecut una dintre veverite. La
fiecare moment verificam ce pozitii vecine celei in care se gaseste Chip nu au fost vizitate si il
mutam pe Chip acolo. Avem grija sa marcam drept vizitate pozitia lui Chip si pozitia simetrica
in care se gaseste Dale. Deoarece numarul de solutii este foarte mic pentru N < 7 cu aceasta
abordare se vor obtine punctele corespunzatoare subtaskurilor 1, 2, 3 si 4.

Solutie backtracking neoptimizat, oprit la pozitia maxima din query-
uri

Este exact aceeasi abordare de mai sus cu observatia suplimentara ca la fiecare solutie valida
obtinuta incrementam un contor si la fiecare apel al functiei recursive de backtracking verificam
daca acel contor a atins pozitia maxima din toate query-urile (situatie in care returnam).

In acest fel nu vor fi generate toate solutiile, ci doar primele in ordine lexicografica de care avem
nevoie pentru a raspunde la intrebarile din test.

Aceasta abordare rezolva subtask-urile 5 si 6.

Backtracking optimizat

Pentru a rezolva subtask-ul maxim vom implementa in alt mod backtracking-ul. In loc si folosim
o ,matrice de vizitare”, vom construi initial o matrice in care vom consemna numarul de vecini
nevizitati. Astfel pozitiile din colt vor avea 2 vecini, celelalte pozitii de pe liniile si coloanele
exterioare 3 vecini, iar restul pozitiilor vor avea 4 vecini. In momentul in care una dintre veverite
va pleca dintr-o pozitie, numarul vecinilor acelei pozitii va deveni 0 iar numarul vecinilor pentru
fiecare pozitie vecina nevizitata va descreste cu 1.

In acest mod vom putea controla daca o pozitie a fost vizitata (are 0 vecini) sau nu.

O prima optimizare ar fi aceea ca, daca o pozitie are la intrarea in ea un vecin marcat cu 2, din
pozitia curenta va trebui sa trecem obligatoriu in acel vecin (altfel nu s-ar mai putea ajunge mai
tarziu la acel vecin). Implementata ingrijit, aceasta optimizare este suficienta pentru a obtine
100p.

A doua optimizare este mai subtila si se refera la situatia cand traseul nu va fi valid pentru ca
separa matricea In doua zone "neconexe” si astfel, daca la un moment dat intram in una dintre
ele, cealalta nu va mai putea fi parcursa.

Pentru a surprinde astfel de situatii, trebuie sa fim foarte atenti atunci cand traseul lui Chip se
gaseste la un moment dat pe o linie sau coloana exterioara. Pentru a nu ,deconecta” pozitiile
nevizitate in zone inaccesibile una alteia, se poate observa ca pe pozitiile de pe prima linie si In
continuare de pe ultima coloana trebuie sa apara (daca apar) in traseu strict in ordinea de la
Chip spre Dale. Similar pentru pozitiile primei coloane urmate apoi de ultima linie. Altfel se va
crea o zona nevizitata in care Chip nu ar trebui sa intre, iar Dale nu mai are cum sa intre dupa
cum urmeaza:

e Pe de o parte, daca Chip ar ajunge acolo, atunci el insusi ar avea traseul spre centrul
matricei blocat de propriul sa traseu.
e Pe de alta parte, Dale are deja blocat traseul spre acea pozitie de traseul curent al lui Chip.

143



11.9 Cod-sursa pentru problema Veverite

using namespace std;

ifstream f("veverite.in");

ofstream g("veverite.out");

string trSol, trConj;

int n, nrVec[13]1[13], nrSol=0, nrConj, q;

int totSol[10]={0,0,0,3,0,17,0,565,0,93867}, haveQ[100000], Q[1001];

int di[41= { o, 0,-1, 13};
int dj[4]l= { 1,-1, 0, 0};
int ONLY[41={ 1, 2, 4,8};
int NO[4] ={14,13,11,7};
int M,K;

void bkt(int,int,int);
string Solutii[100000]7;
int main()

{
f>>n>>q;
for(int i=1;i<=q;i++)
{
f>>QLil;
haveQ[QLi]1]=1;
}
for(int i=1;i<=n;i++)
for(int j=1;j<=n;j++)
nrVec[i][j]=4;
for(int i=1;i<=n;i++)
{
nrvVec[1]1[i]--;
nrVec[n][i]--;
nrvVec[iJ[1]--;
nrVec[il[n]--;
}
M=(n+1)/2;nrvVec[M][M]=6;
K=(n*n-1)/2;
nrConj=totSol[n];
trSol=string(K, '0"');
trConj=string(K, '0");
bkt(1,1,0);
for(int i=1;i<=q;i++)
g<<SolutiilQ[ill<<'\n"';
return 0;
}
void bkt(int i,int j,int k)
{

if(nrSol==nrConj-1)return;
if (i==M&&j==M)

{
if (k==K)
{
nrSol++;
nrConj--;
if(haveQ[nrSol])Solutii[nrSol]l=trSol;
if(haveQ[nrConjl)SolutiilnrConjJ]=trConj;
}
return;
3
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if(i==1&8&nrVec[il[j-1])return;
if(j==1&&nrVec[i-1][jl)return;
if(i==n&&nrVec[i][j-1])return;
if(j==n&&nrVec[i-1][j])return;
int PTH=15;
int memV=0;
for(int d=0,b=1;d<4;d++,b<<=1)
{
int I=i+di[d];
int J=j+dj[d];
if(nrVec[I1[J]==0)

PTH&=NOL[d];
else
{
memV |=ONLY[d];
nrVec[il[j1--;nrVec[n+1-i][n+1-j]1--;
nrVec[IJ[J]--;nrVec[n+1-I]1[n+1-J]--;
if(nrvVec[I1[J]==1)
PTH&=ONLY[d];
3
3
while(PTH)
{
int d=__builtin_ctz(PTH);
PTH-=PTH&(-PTH) ;
trSol[k]+=d;trConjlk]+=3-d;
bkt(i+di[d], j+dj[d],k+1);
trSol[k]-=d;trConj[k]-=3-d;
3
for (;memV;memV-=memV&(-memV))
{
int d=__builtin_ctz(memV);
int I=i+di[d],J=j+dj[d];
nrVec[iJ[jl++;nrVec[n+1-i][n+1-j]++;
nrVec[IJ[J]++;nrVec[n+1-I]1[n+1-J]++;
}

int DIR[NUM_DIRECTIONS][2] ={ {0, 1 }, {0, -1 3}, { -1, 073 {1, 0%} 13,
bool visited[MAX_N + 2][MAX_N + 27;

char num_freedoms[MAX_N + 1J[MAX_N + 17;
__int128 sol[MAX_SOLUTIONS + 1], current_sol;
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int size, target_depth, center, num_solutions;

inline void process_solution(int row, int col) {
sol[++num_solutions] = current_sol;

}

inline void set_cell(int row, int col, bool val) {
visited[row][col] = val;
int delta =1 - 2 * val;
num_freedoms[row][col - 1] += delta;
num_freedoms[row][col + 1] += delta;
num_freedoms[row - 1][col] += delta;
num_freedoms[row + 1][col] += delta;

3

inline void set_both_cells(int row, int col, bool val) {
set_cell(row, col, val);
set_cell(size - row + 1, size - col + 1, val);

3

void compute_freedoms() {
for (int row = 1; row <= size; row++) {
for (int col = 1; col <= size; col++) {
num_freedoms[row][col] =
lvisited[row - 1][col] + !visited[row + 1][col] +
lvisited[row][col - 1] + !visited[row][col + 1];
3
}
}

void prepare_matrices() {
target_depth = (size * size - 1) / 2;

center = (size + 1) / 2;

for (int 1 = 1; i <= size; i++) {

visited[iJ[0] = visited[i][size + 1] = :
visited[0][i] = visited[size + 1][i] = ;
3
set_both_cells(1, 1, )8

compute_freedoms();

}

inline int get_forced_dir(int row, int col) {
for (int dir = 0; dir < NUM_DIRECTIONS; dir++) {
int r = row + DIR[dir][0];
int ¢ = col + DIR[dir][1];
if (lvisited[r][c] && (num_freedoms[r][c] == 1)) {
return dir;
3
}
return NONE;
}

inline void push_bits(int val) {
current_sol = (current_sol << BIT_WIDTH) + val;

}

inline void pop_bits() {
current_sol >>= BIT_WIDTH;
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3

void backtrack(int depth, int row, int col) {
if (depth == target_depth) {
process_solution(row, col);
return;

3

if ((row == center) && (col == center)) {
return;

3

int start = 0, end = NUM_DIRECTIONS - 1;
int forced_dir = get_forced_dir(row, col);
if (forced_dir != NONE) {

start = end = forced_dir;

3

for (int dir = start; dir <= end; dir++) {
int r = row + DIR[dir][0];
int ¢ = col + DIR[dir][1];
if (Yvisited[rllc]) {
push_bits(dir);

set_both_cells(r, c, K
backtrack(depth + 1, r, c);
set_both_cells(r, c, );
pop_bits();
3
}
}

void print_solution(int pos, FILE* f) {
for (int d = target_depth - 1; d >= 0; d--) {
int val = (sol[pos] >> (BIT_WIDTH * d)) & BIT_MASK;
fputc('0' + val, f);
}
fputc('\n', f);
}

int main() {
int num_queries;
FILEx fin = fopen('veverite.in", "r'");
FILEx fout = fopen("veverite.out", "w");

fscanf(fin, "%d %d", &size, &num_queries);

prepare_matrices();
backtrack(e, 1, 1);

while (num_queries--) {
int pos;
fscanf(fin, "%d", &pos);
print_solution(pos, fout);
}
fclose(fin); fclose(fout);
return 0;
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Capitolul 12

Barajul 3

12.1 Problema Countall

Propusa de: stud. Vlad-Mihai Bogdan, Facultatea de Matematica si Informatica, Universitatea
Bucuresti

Kida va ofera doua numere N si M. Ea va mai ofera si un sir, A, de N numere naturale cuprinse
intre 0 si M inclusiv. Sirul A contine doua tipuri de valori: valori cuprinse intre 1 si M, care nu
pot fi schimbate, respectiv valori de 0, care pot fi inlocuite cu orice numar cuprins intre 1 si M.

Pentru un sir V, cu valori intre 1 si M, vom nota cu count(V') numarul de perechi (V;,V;) de pe
pozitiile 7 si j astfel incat ¢ < j si cmmdc(V;, V;) = 1.

Cerinta

Se cere suma count(V') pentru toate sirurile distincte V' care se pot obtine din sirul A, inlocuind
toate valorile de 0 cu numere cuprinse intre 1 si M. Deoarece acest numar poate sa fie foarte
mare, se cere restul impartirii sale la 10° 4 9.

Date de intrare

Pe prima linie din fisierul de intrare countall.in se afla doua numere N si M, iar pe a doua linie
valorile din sirul A, separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Pe singura linie din fisierul de iesire countall.out se afla numarul S, reprezentand restul impar-
tirii la 10° + 9 a sumei valorilor count pentru toate sirurile care se pot obtine din sirul A.

Restrictii

e 1 <N, M <100000
e« 0<A; <M, pentruorice t dela 1 la N
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# Puncte Restrictii

1 13 1<N,M<ST
2 8 M =2
3

4

5

6

21 Sirul A nu contine nicio valoare de 0.

23 Sirul A contine doar valori de 0.

17 1< N,M <1000

18 Fara restrictii suplimentare.

Exemple
countall.in countall.out Explicatii

34 9 Sirurile care se pot obtine sunt:

203 (2,1, 3], pentru care valoarea count este 3;
(2,2, 3], pentru care valoarea count este 2;
(2,3, 3], pentru care valoarea count este 2;
[2,4, 3], pentru care valoarea count este 2.
Suma valorilor count este
3+24+24+2=09.

32 7 Sirurile care se pot obtine sunt:

002 [1,1,2], pentru care valoarea count este 3;
[1,2,2], pentru care valoarea count este 2;
[2,1,2], pentru care valoarea count este 2;
(2,2, 2], pentru care valoarea count este 0.
Suma valorilor count este 3+2+2+0=7.

12.2 Rezolvarea problemei Countall

Pentru a rezolva problema, vom imparti perechile de numere prime intre ele in trei categorii:

 perechi formate din doua numere care deja sunt fixate in sir;
o perechi formate din doua numere care inlocuiesc doua valori de 0;
 perechi formate cu un numar fixat si un numar care inlocuieste un 0.

O prima observatie importanta este ca fiecare pereche de pozitii apare de acelasi numar de ori in
toate sirurile care se pot forma. Pentru simplitate, vom nota cu Z numarul de valori de 0 din sir
si cu R numarul de valori fixate din sir.

Solutie in O(N? -log M + M? - log M)

Vom calcula numarul de perechi de valori prime intre ele, unde ambele numere sunt fixate in sir.
Acest numar se poate calcula usor daca fixam fiecare doua numere din sir si facem cel mai mare
divizor comun al lor. Vom nota acest numar cu fixedPairs. Aceste perechi vor aparea in fiecare
sir care se poate obtine, deci, trebuie s inmultim fized Pairs cu MZ.

Notam cu freePairs numarul de perechi de numere prime intre ele, unde ambele numere inlo-
cuiesc doud valori de zero din sir. Acest numair se poate calcula usor in O(M? - log M). Aceste
perechi contribuie la toate sirurile care au Z — 2 valori de zero si restul de valori fixate. Trebuie sa
tinem cont si de pozitiile pe care asezam numerele din pereche. Prin urmare, freePairs trebuie
inmultit cu Z - (Z —1)/2- M%72.
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Notam cu combined Pairs numarul de perechi formate dintr-un numar fixat si o valoare de zero

din sir. Acestea apar in toate sirurile cu Z — 1 valori de zero, deci, acest numar trebuie inmultit
cu M%7t Z

Solutie in O(M - 2F - F + M -log M)

Pentru solutia completa, trebuie sa calculam valorile fizedPairs, freePairs si combinedPairs
mai rapid.

Pentru inceput, vom calcula phi; ca fiind numarul de valori mai mici sau egale decat ¢ care sunt
prime cu i. Acest sir se poate calcula folosind un ciur in O(M -log M). Acum, freePuairs este

egal cu 1+ ng 2 - phi;.

Pentru a calcula fizedPairs si combinedPairs vom folosi principiul includerii si al excluderii.
Ne vom concentra pe calcularea fizedPairs, de vreme ce combinedPairs se calculeaza intr-un
mod asemanator.

Pentru un numar fixat =, vom retine o lista cu numerele prime distincte care apar in descompu-
nerea sa in factori primi. Observam ca dimensiunea aceste liste este foarte mica; mai exact, ea
poate sa aiba cel mult 7 elemente. Vom incerca sa calculam pentru fiecare numar din sir, numarul
de numere din stdnga sa cu care nu este prim (si vom nota acest numar cu badPairs).

Asadar, pentru fiecare submultime nevida a listei de factori primi distincti, va trebui sa adau-
gam, respectiv sa scadem din badPairs (in functie de paritatea cardinalului submultimii) frgupset,
unde frsupser este numarul de numere din sir din stanga numarului pe care il procesam care con-
tin numerele din subset In descompunerea lor in factori primi. Conform principiului includerii
si al excluderii, trebuie sa scadem frgpse: daca subset are dimensiune para, respectiv sa adau-
gam frapser daca subset are dimensiune impara. La final, trebuie sa adaugam i — badPairs la
fixedPairs.

Detaliile In ceea ce priveste calcularea raspunsului (dupa calcularea fizedPairs, combined Pairs
si freePuairs) sunt aceleasi cu cele de la subtask-ul anterior.

Complexitatea finald este O(M -2 - F + M -log M).

12.3 Cod-sursa pentru problema Countall

const std::vector<int> primes = {
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151,
157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233,
239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317
}s
const int MOD = 1e9 + 9;
int lgpow(int a, int b) {
int answer = (b >= 0);

while (b > 0) {
if (b%2==1)¢
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answer = (int64_t)answer * a % MOD;

}

b /= 2;

a = (int64_t)a * a % MOD;
3

return answer;

int solveBothUnknown(int N, int M, const std::vector<int> &phi) {
int answer = 1;
for (int i = 2; i <= M; i++) {
answer += 2 x phil[il];
if (answer >= MOD) {
answer -= MOD;

}

answer = (int64_t)answer * N % MOD
* (N - 1) % MOD
* lgpow(2, MOD - 2) % MOD
* lgpow(M, N - 2) % MOD;

return answer;

int solveRest(int R, int M, const std::vector<int> &V, const std::vector<int> &phi) {
if (V.empty()) {
return 0;

3

int answerFixed = 0, answerPaired = 0;
std::vector<int> fr(xmax_element(V.begin(), V.end()) + 1);
for (int i = 0; i < (int)V.size(); i++) {
std::vector<int> primeFactors;
int tmp = V[il;
for (const int &prime : primes) {
if (tmp % prime == 0) {
primeFactors.push_back(prime);
while (tmp % prime == 0) {

tmp /= prime;
}
3
if (tmp == 1) {
break;
}

}
if (tmp > 1) {
primeFactors.push_back(tmp);

int count = 0, countCoprime = 0;
for (int mask = 1; mask < (1 << (int)primeFactors.size()); mask++) {
int value = 1, card = 0;
for (int i = 0; i < (int)primeFactors.size(); i++) {
if ((mask & (1 << 1)) > 0) {
value = value * primeFactors[i];
card++;

3
count += fr[value] % MOD * (card % 2 == 1?21 : -1);

if (count >= MOD) {
count -= MOD;

151



3
countCoprime += (M / value) * (card % 2 ==121 : -1);
if (countCoprime >= MOD) {
countCoprime -= MOD;
}
frlivalue]++;

3

answerPaired += M - countCoprime;

if (answerPaired >= MOD) {
answerPaired -= MOD;

}

answerFixed += i - count;

if (answerFixed >= MOD) {
answerFixed -= MOD;

3

answerFixed = (int64_t)answerFixed * lgpow(M, R) % MOD;
answerPaired = (int64_t)answerPaired * lgpow(M, R - 1) % MOD * R % MOD;
return (answerFixed + answerPaired) % MOD;

}

int main() {
assert(freopen( , , stdin));
assert(freopen( , , stdout));

int N, M; std::cin >> N >> M;
std::vector<int> V(N), fixedValues;
for (int &x : V) {
std::cin >> x;
if (x >0) {
fixedValues.push_back(x);

std::vector<int> phi(M + 1);
std::iota(phi.begin(), phi.end(), -1);
for (int i = 2; i <= M; i++) {
for (int j =2 *x1i; j<=M; j+=1) {
phi[j] -= phi[il;

int R = N - (int)fixedValues.size();
std::cout << (solveBothUnknown(R, M, phi) + solveRest(R, M, fixedValues, phi)) % MOD <<
return 0;
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12.4 Problema Culegeri

Propusa de: stud. Ioan-Cristian Pop, Universitatea Politehnica din Bucuresti

Ultima atractie a lotului national de informatica este sahul. Asa ca Gimi s-a decis sa-si deschida
o afacere, aceea fiind sa vanda culegeri de sah. Aceste culegeri contin tactici nemaivazute, deci
cererea este ridicata.

In avans, el a primit lista de comenzi. Zilnic, timp de N zile, el va trebui si livreze ¢; culegeri
la finalul zilei . Gimi si-a inceput afacerea prin cumpararea unei fabrici ce poate produce K
culegeri pe zi, stocul initial de culegeri fiind S = 0.

Zilnic, el poate alege una din urmatoarele doua optiuni:

o Gimi opreste productia in aceasta zi si modernizeaza fabrica. In urma imbunatatirilor,
capacitatea de productie a fabricii va creste cu 1 (K « K + 1).
« Gimi urmareste cu atentie procesul de printare. Astfel, stocul de culegeri va creste cu K

(S + S+ K).

La finalul zilei 7, el va livra ¢; culegeri (S <— S — ¢;). Daca nu are cel putin ¢; culegeri in stoc,
atunci lipsa lui de punctualitate va fi evidentiata, iar activitatea nu va mai putea continua.

Cerinta

Cunoscand numarul de zile in care se desfasoara activitatea, productia zilnica initiala, respectiv
lista cu cele N comenzi, sa se rezolve urmatoarele cerinte:

e daca T =1, atunci Gimi vrea sa afle numarul maxim de culegeri pe care le poate avea in
stoc la finalul ultimei zile (a N-a zi).

e daca T = 2, atunci Gimi vrea sa afle numarul maxim de culegeri pe care le poate avea in
stoc la finalul celei de-a i-a zi, pentru fiecare ¢ de la 1 la N.

Date de intrare

Prima linie din fisierul de intrare contine trei numere 7', N si K, separate prin cate un spatiu. A
doua linie va contine N numere, unde al ¢-lea numar reprezinta ¢;, comanda de culegeri din a ¢-a
Zi.

Date de iesire

e Daca T' = 1, atunci fisierul de iesire va contine un singur numar natural, reprezentand
numarul maxim posibil de culegeri ramase in stoc la finalul celei de-a N-a zi.

e Daca T' = 2, atunci fisierul de iesire va contine, pe o singura linie, N numere naturale
separate prin cate un spatiu, unde al ¢-lea numadr reprezinta numarul maxim posibil de
culegeri ramase n stoc la finalul celei de-a i-a zi.

Restrictii

« 1 <N < 500000

0<K<N

Se garanteaza ca exista o modalitate prin care Gimi isi va putea desfasura activitatea pana
in ultima zi inclusiv.
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o Strategia utilizata pentru ziua ¢ nu trebuie neaparat sa fie continuata in ziua ¢+ 1. Se poate
folosi o alta strategie, diferita de cea pentru ziua precedenta.

# Puncte Restrictii

1 7 T=1si1<N <15

2 14 T=1si15<N <2000
3

+

5

6

19 T =1si2000< N < 500000
8 T=2si1<N<I15

21 T =2si15< N <2000

31 T =25i2000< N < 500000

Exemple
culegeri.in culegeri.out
252 12122
11313
152 2
11313
Explicatii
9

Pentru primul exemplu, T = 2, deci se va rezolva a doua cerinta. Notam cu ,,P z” zilele in care
vom produce z culegeri, iar cu ,,I 17 zilele In care vom creste productia cu 1. Strategiile optime,
pentru fiecare zi, ar putea fi:

e ziua 1l: P 2

e zilele 1-2: P2 — P 2

e zilele1-3: P2 P2 — P2

e zilele1l-4¢: P2 —-11—-P3—P3

e zilele1-5: P2 —-11—-P3—-P3—-P3

Se observa ca strategiile difera in functie de ziua in care se vor termina experimentele. Pentru
zilele 1-4, capacitatea de productie va creste in a doua zi, dar pentru zilele 1-3, capacitatea de
productie nu se va modifica.

In plus, este imposibila cresterea capacitatii de productie in prima zi, deoarece stocul ar fi zero,
iar Gimi trebuie sa livreze o culegere.

Pentru al doilea exemplu, T = 1, deci se va rezolva prima cerinta. Se va afisa doar stocul maxim
posibil la finalul ultimei zile.

12.5 Rezolvarea problemei Culegeri
In acest editorial vom analiza numai cerinta T = 2, incat prima cerinta este inclusa in aceasta.

Solutie in O(2V - N)

Aceasta solutie presupune generarea tuturor scenariilor posibile. In fiecare zi, avem doua optiuni:
s& crestem productia sau si printam culegeri. Fiind N zile, vor fi O(2") scenarii, iar apoi in O(N)
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putem simula fiecare scenariu. Putem reduce complexitatea la O(2") daci mentinem incremental
stocul pe parcursul recursivitatii. Aceasta solutie va obtine in jur de 15 puncte.

Solutie in O(N?)
Putem construi urmatoarea dinamica:

dpli][j] = stocul maxim posibil de la finalul celei de-a i-a zi, dacd in j dintre zile am crescut
capacitatea de productie.

Relatia de recurenta va fi:

dpli)[j] = max(dpli = 1][j] + (k + ), dpli = 1][j = 1]) — 1]

dpli—1][j]+(k+7) reprezinta solutia in care printam culegeri. Plecam de la o solutie cu capacitatea
de productie k + j (deci in j dintre zile am crescut productia) si printam k + j culegeri.

dp[i — 1][j — 1] reprezinta solutia in care decidem sa crestem capacitatea de productie, fara sa
modificam stocul. Numarul de culegeri din stoc va fi egal cu cel de la ziua precedenta.

La final, va trebui sa scadem c[i] din aceasta suma, fiind obligati sa livram ci] culegeri. Se poate
obtine o valoare negativa. In acest caz, este imposibil sa obtinem o solutie validd pentru perechea
(4,7), si nu va fi folosita in crearea altor solutii.

Stocul maxim de la finalul celei de-a i-a zi va fi

S; = max(dp[i][0], dp[i][1], ..., dpli]li])

O optimizare care se poate aduce acestei solutii este aceea ca nu este necesara crearea unei matrici,
ci doar pastrarea a doua linii. Observam ca linia dpli] este calculata strict pe baza valorilor de pe
linia dp[i — 1], deci putem reduce memoria utilizata. O astfel de solutie va obtine in jur de 50 de
puncte.

Solutie in O(N)

Una dintre observatiile de la care pleaca aceasta solutie este aceea ca investitiile (adica cresterea
capacitatii de productie) trebuiesc facute cdt mai devreme posibil.

O alta observatie este ca nu toate investitiile pot fi profitabile. De exemplu, este inutil sa investim

in ultima zi. Pe caz general, daca putem produce K culegeri, nu are sens sa investim de la ziua
N — K 1incolo.

O ultima observatie este aceea ca noi putem simula un scenariu in care decidem sa investim la
ziua 7. Daca stocul nu a ajuns niciodata negativ, atunci investitia este buna. Altfel, suntem
obligati sa renuntam la ea (si sa privim progresul fabricii ca si cand aceasta investitie nu s-a facut
niciodata).

Avand In vedere cele de mai sus, pornim cu urmatoarea solutie: construim o stiva cu zilele in care
investim. Presupunem ca vom face orice investitie care are potentialul sa fie profitabila — deci la
ziua ¢ vom investi daca este posibil si vom adauga ziua 7 pe stiva.

Daca stocul ajunge negativ, suntem obligati sa renuntam la investitii. Atunci, vom elimina
investitiile una cate una de pe stiva si vom modifica stocul. Daca ne aflam la ziua i, si eliminam
o investitie facuta In ziua j, vom pierde ¢ — j zile in care am avut productia k + 1, iar In ziua j
vom produce k. Deci, vom céstiga (i —j + 1) -k — (i — j) - (k + 1) culegeri, adica k — (i — j).
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Daca o investitie s-a dovedit a fi profitabila, nu are cum sa fie scoasa de pe stiva - deoarece
se garanteaza ca exista o solutie. Astfel, putem face acest proces zilnic (presupunem ca putem
investi si renuntam la investitii daca este nevoie), iar la final vom avea stocul maxim pentru ziua

N.

Pentru a obtine stocul maxim pentru celelalte zile, putem merge Inapoi - de la ziua NN la ziua 1.
Stim pe baza solutiei pentru ziua N ca avem pe stiva singurele investitii care merita facute (o
solutie pentru ziua i nu va avea investitii diferite de solutia pentru ziua N). Asa cd, pe masura
ce ne ,intoarcem” in timp (iteram cu ¢ de la ziua N — 1 spre ziua 1), renuntam la investitiile
care devin neprofitabile (in loc sa avem ultima zi N, acum ultima zi este ¢ - potentialul profit va
scadea).

Aceasta solutie va obtine 100 de puncte. Alte implementari pot construi un vector cu investitiile
facute, iar apoi cauta ternar incepand cu ce investitie sa renunte, obtinand punctaje asemana-
toare.

12.6 Cod-sursa pentru problema Culegeri

using namespace std;
const int NMAX = 500000;

long long c[NMAX + 11;
long long ans[NMAX + 1];
stack <int> st;

ifstream fin("culegeri.in");
ofstream fout("'culegeri.out");

int main() {
int n, task;
long long k;
fin >> task >> n >> k;

for (int i = 1; i <= n; ++i) {
fin >> c[il];

long long s = 0;
for (int i = 1; i <= n; ++i) {
if (s >= c[i] & n - i > k) {

k =k + 1;
s =s - cl[i];
st.push(i);

} else if (s + k >= c[i]) {
s=s+k - c[i];
} else {
s = s + k;
while (!st.empty() &% s < c[i]) {
int j = st.top();
st.pop();

k==;
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s=s-(i-3])+k; //Ini- jzile, am avut productia k + 1.

b

if (s < c[il]) ¢
fout << "IMPOSIBIL\n";
return 0;

3

s == c[il;
}
ans[n] = s;

if (task == 1) {
fout << ans[n] << "\n";

return 0;
}
for (inti=n-1; 1> 1; --i) {
// Trecerea de la ziua i+1 la ziua 1
s=s-k+cli+1];
// Renuntam la investitiile care devin neprofitabile la momentul de fata
while (!st.empty() && i - st.top() < k) {
int j = st.top();
st.pop();
k==;
s=s-(i-3J)+Kk;
}
ans[i] = s;
}

for (int i = 1; i <=n; ++i) {
fout << ans[i] << " ";

3

fout << endl;

return 0;
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12.7 Problema Teatru

Propusa de: Instr. Catalin Francu, Clubul Nerdvana, Bucuresti
Marele dramaturg BONIFACCI a uimit lumea teatrului cu noua sa capodopera, Dada?!.

Pentru ca teatrul modern este un pic minimalist, piesa are un singur actor. Pentru ca teatrul
modern este un pic absurd, Actul 1 consta doar din replica ’A’, iar Actul 2 consta doar din replica
"D’ Dupa cum vedeti, in aceasta piesa de teatru, replica este descrisa printr-un singur caracter.
51, pentru ca teatrul modern este un pic repetitiv, fiecare act K, incepand cu al treilea inclusiv,
este obtinut prin concatenarea actelor K — 2 si K — 1, in aceasta ordine. Piesa are N acte,
numerotate incepand de la 1 pand la N, toate construite dupa aceastd reguld. In cadrul fiecarui
act, replicile sunt numerotate incepand tot de la 1.

De exemplu, primele 7 acte sunt (va rugam sa nu aplaudati pana la final):

Actul Textul
1 A
D
AD
DAD
ADDAD
DADADDAD
ADDADDADADDAD

N O U = W N

Cerinta

La repetitie, actorul si-a propus sa recite, cu intonatie, L replici alaturate din actul al N-lea,
incepand cu replica numarul P, pana la replica cu numarul P + L — 1. Determinati secventa de
caractere rostite de actor la repetitie.

Date de intrare

Fisierul de intrare teatru.in contine pe prima linie trei numere naturale nenule N, P si L,
separate intre ele prin cate un spatiu, avand semnificatiile de mai sus.

Date de iesire

Fisierul de iesire teatru.out va contine, pe prima linie, L caractere "A’ sau 'D’, reprezentand, in
ordine, replicile spuse de actor la repetitie.

Restrictii

o Fie Sy numarul de replici din actul al N-lea. Se garanteaza ca Sy < 10'8.

e 1 <L <2000000.

e 1 < P < Sy—L+1 (cualte cuvinte, exista L replici in actul N incepdnd cu replica numarul
P).
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# Puncte Restrictii

1 7 N <35 L=1

2 13 N <35, L < 200000
3

4

5

6

17 N <40, L <200000
19 N <46, L < 200000
21 L <200000

23 Nu exista restrictii suplimentare.

Exemple
teatru.in teatru.out Explicatii
739 DADDADADD Actul al 7-lea are textul complet
ADDADDADADDAD. Trebuie afisate
caracterele de pe pozitiile 3-11.
12 80 8 ADDADADD

12.8 Rezolvarea problemei Teatru

Fie Fy al N-lea numar al lui Fibonacci. Observam ca actul N are lungime Fy. Precalculam
primele N numere Fibonacci.

Solutie in memorie Fy o

Pentru primele doua subtaskuri, putem pur si simplu crea prin concatenare toate actele de la 1
la N. Apoi tiparim subsecventa de la P la P + L — 1 din actul N. Aceasta solutie necesita timp
si memorie:

Fn+Fna+ o+ +F+F=Fyp—1

si se va incadra In 128 MB de memorie doar pentru N < 38. La limita, putem folosi si un singur
bit pentru fiecare litera (avand doar doua litere distincte); astfel aceasta versiune poate rezolva
si subtaskul 3.

Solutie in memorie Fy

Observam ca actele 2,3,..., N — 1 sunt sufixe ale actului N. De aceea, putem folosi o singura
zona de memorie de Fy caractere in care construim, de la dreapta spre stanga, actele 2,3,..., N.
Astfel memoria necesara este doar de Fiy octeti, suficienta pana la N < 40.

Solutie in O(N - L)

P < K < P+ L si calculam replica de pe fiecare pozitie. Fie C'(K, N) replica de pe pozitia
K din actul N. Putem defini aceste valori prin cazurile de baza C(1,1) ="A’, C(1,2) =D’ si
recurenta:
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C(K,N —2) daca K < F,,_,

C(K,N) =
( ) {C(K — FN_Q,N — 1) daca K > F,_s

Diferenta intre subtaskurile 4 si 5 este ca pana la Fys = 1.836.311.903 putem opera pe int, iar
mai departe este necesar tipul long long.

Solutie in O(N + L)

Cat timp intervalul [P, P + L) este complet inclus in actul N — 2 sau N — 1, reducem problema
la acel act. Cind P si P + L se afla respectiv in actele N — 2 si N — 1, reducem problema la a
tipari un sufix al actului N — 2 si un prefix al actului N — 1.

Prefixul unui act N, daca este mai scurt decat actul N — 2, se reduce la un prefix al acelui act.
Altfel prefixul consta din actul N — 2 in totalitate si un prefix al actului N — 1. Similar, sufixul
unui act [V fie se reduce la un sufix al actului NV —1, fie la un sufix al actului N —2 si actul N —1
in totalitate. Cazul de baza, daca cobordm suficient (eventual pana la actul 1), este un act in
totalitate (daca sufixele si prefixele devin vide).

Intrucat la fiecare nivel al recurentei exista cel mult un prefix si un sufix, vor exista cel mult N
din fiecare. Pentru a tipari actele acoperite In intregime, le putem descompune naiv (recursiv)
pana la lungime 1, cu un efort total O(L). Pentru un plus de viteza, putem precalcula primele
10-20 de acte.

Alta solutie in O(N + L)

Sa inseram (ipotetic) in fiecare act o bara verticald la locul concatenarii. Acum, sa analizam
replica 5 din actul 8 si sa o regasim In actele anterioare. Am notat-o cu X in loc de D, pentru
usurinta.

Actul 8: DADAXDAD|ADDADDADADDAD
Actul 6: DAD|AXDAD

Actul 5: AX|DAD

Actul 3: A[X

Actul 2: X

Pornind din actul 8, am coborat de partea stanga a barei si am ajuns la actul 6. De acolo am
coborat de partea dreapta a barei pana la actul 5, etc. Notam asta ca: 8 s 6 d 5 s 3 d 2.
Tiparim A sau D dupa acum actul final este 1 sau 2. Iata traseele replicilor 5-9:

Replica 5: 8 s 6 d 5s 3 d 2 -->D
Replica 6: 8 s 6 d5d 4 s 2 -->D
Replica 7: 8 s 6 d5d4d3s1 -->A
Replica 8: 8 s 6 d5d4d3d2 -->D
Replica 9: 8 d 7 s 5s 3 s 1 --> A

Ca mod de constructie, observam ca pe stanga coboram doua niveluri, iar pe dreapta doar unul.
Mai observam ca traseele a doua replici consecutive difera la ultimul moment unde prima replica
coboara pe stanga, fix langa bara, iar a doua coboara pe dreapta. Asadar, algoritmul construieste
traseul primei replici ca pe o stiva cu actul cel mai mic la varf. Apoi, de L ori,

« tipareste caracterul corect;
e coboara in stiva pana la primul s;
e schimba s-ul in d;

160



e urca in stiva, pe stanga, din doua in doua niveluri, pana la 1 sau 2.

La prima vedere, pare ca algoritmul este O(NL). Totusi, sa analizim comportamentul stivei.
Daca la un moment dat ultimele directii sunt s d ... d, dupa trecerea la replica urmatoare
directiile vor fid s ... s. Majoritatea trecerilor vor modifica doar ultimul element din stiva din
s in d. Recunoastem aici incrementarea unui contor binar, unde s = 0 si d = 1, care are cost
amortizat (mediu) de doud operatii per incrementare. Asadar, complexitatea totala este O(N)
pentru constructia stivei initiale, apoi O(L) amortizat.

Solutie alternativa (Prof. Stelian Ciurea)

O solutie frumoasa din punct de vedere matematic porneste de la observatia ca, pentru a k-a
9 3 5 )
pozitie numarand de la dreapta, replica este 'D’ daca si numai daca

L(k+1)¢] — [k¢] =2,

unde ¢ = (1 + 1/5)/2 este numarul de aur. Din pacate, implementarea direct, chiar si cu long
double, greseste ocazional din cauza erorilor de precizie. Ea poate fi dusa pana la 100 de puncte
cu gestionarea proprie a zecimalelor.

12.9 Cod-sursa pentru problema Teatru

const char acts12[4] = ".AD";
long long fib[MAX_FIB + 1] = { 0, 1 };

void precompute(int n) {
for (int 1 = 2; i < n; i++) {
fib[i] = fib[i - 11 + fib[i - 21;
3
}

void whole(FILEx f, int n) {
if (In) {

} else if (n <= 2) {
fputc(acts12[nl, f);
} else {
whole(f, n - 2);
whole(f, n - 1);
3
}

void suffix(FILEx f, int n, long long p) {
if (!'p) {
whole(f, n);
} else if (p < fib[n - 21) {
suffix(f, n - 2, p);
whole(f, n - 1);
} else {
suffix(f, n - 1, p - fib[n - 21);
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3
b

// Tipdreste primele p replici din actul n.
void prefix(FILEx f, int n, long long p) {
if ('p) {
// Nimic.
} else if (p < fib[n - 21) {
prefix(f, n - 2, p);
} else {
whole(f, n - 2);
prefix(f, n - 1, p - fib[n - 21);
}
}

int main() {
int n, 1;
long long p;
FILEx f = fopen("teatru.in", "r");
fscanf(f, "%d %11d %d", &n, &p, &l);
p==;
fclose(f);

precompute(n);

// Cit timp ambele capete incap in acelasi act, coboard in acel act.
while ((n > 2) && (p >= fib[n - 2] || p + 1 < fib[n - 21)) {

if (p >= fib[n - 2]) {
p -= fib[n - 2];

n__ ’
} else {
n -= 2;
}
}

// Acum cd p si p + | sint in acte diferite, tipdreste prefixul si sufixul.
f = fopen("teatru.out", "w");

if (n <= 2) {
whole(f, n);
} else {

suffix(f, n - 2, p);
prefix(f, n -1, p + 1 - fib[n - 2]);
}
fputc('\n', f);
fclose(f);
return 0;

}

// Autor: Catdlin Francu

// Algoritmul cu stiva.

#include <stdio.h>

#define MAX_FIB 87 // Suficient, cdci F_88 > 10"18.

struct {
bool right; // false = stinga, true = dreapta
int level;

} st[MAX_FIB + 11;

long long fib[MAX_FIB + 1] ={ 0, 1 };

int main() {
int n, 1;
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long long p;

FILEx f = fopen("teatru.in", "r");
fscanf(f, "%d %11d %d", &n, &p, &l);
p==;

fclose(f);

for (int i = 2; i < n; i++) {
fib[i] = fib[i - 1] + fib[i - 2];
}

f = fopen("teatru.out”, "w");

// Construieste stiva de coboriri stinga-dreapta.
st[0] = { false, n };

int ss = 1;
do {
if (p < fib[n - 21) {
n -= 2;
stlss++] = { false, n };
} else {
p -= fib[n - 27];
n--;
stlss++] = { true, n };
3
} while (n > 2);
while (1--) {
// Tipdreste caracterul curent.
fputc(stlss - 1].level == 1 2?2 'A" : 'D', f);

// Urca in stiva pind la primul s
while (st[ss - 1].right) {
ss——;

b

// Avanseaza
stlss - 1].right = true;
stlss = 1].level++;

// Coboard pe stinga pind la un nivel terminal.
while (st[ss - 1].level > 2) {
st[ss] = { false, stlss - 1].level - 2 };
SS++;
3
3

fputc('\n', f);

fclose(f);
return 0;

163



164



Partea a IV-a

Cupa SEPI

Campulung Muscel, 26-31 iulie 2023

165



166



Capitolul 13

Cupa SEPI

13.1 Problema All Numbers

Propusa de: prof. Chesca Ciprian, Liceul Tehnologic ,Grigore C. Moisil” Buzau

Fie N un numar natural.

Cerinte
Sa se determine suma tuturor numerele naturale cu urmatoarele proprietati:

 descompunerea acestora in factori primi contine aceiasi factori primi ca si N;
« suma exponentilor descompunerii In factori primi a acestora este aceeasi ca a lui V;
e au un numar maxim de divizori.

Date de intrare

Pe prima linie se va gasi numarul natural N.

Date de iesire

Pe prima linie se va gasi un singur numar natural, reprezentand restul impartirii sumei determinate

la numarul 1000 000 007.

Restrictii

e 1< N <10™2

Puncte Restrictii

#
1 24 1 <N <106
2
3

28 10 < N < 10%°
48 1010 < N <1012
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Exemple

stdin stdout
20 70
945 7455
99999999 833333155

Explicatii

e 20 =2%.5' 50 = 2'.5? si ambele numere au un numar maxim de divizori, egal cu 6. Restul
impartirii sumei lor la numarul 1000 000007 este egal cu 70.

e 1575 = 32.52.7 2205 = 32.5' .72 3675 = 3! - 5%.7? si toate cele trei numere au un
numar maxim de divizori, egal cu 18. Restul impartirii sumei lor la numarul 1000000007
este egal cu 7455.

» Exista cinci numere naturale care respecta proprietatile impuse: 566 666 593, 366 666 612,
433 333295, 366 666 663 si 99999 999. Suma acestor numere este egala cu 1833333 162, iar
restul Impartirii acestui numar la 1000000 007 este egal cu 833 333 155.

13.2 Rezolvarea problemei All Numbers

Cunostinte necesare

e Descompunere in factori primi
e Numarul divizorilor
o Combinatorica

Fie N =pi'p?...pcue; #0,1<i<KsiS=e +e+- - +e¢

Vom descompune numarul N In factori primi si vom retine intr-o structura de date factorii primi
impreuna cu exponentii acestora. Se cunoaste ca numarul de divizori ai lui N poate fi calculat cu
formula (e; +1)(ea + 1) ... (ex + 1) Pentru a obtine un numar maxim de divizori cu aceeasi suma
a exponentilor S, trebuie ca exponentii sa fie cat mai apropiati, adica sa difere cat mai putin.
Doar in acest mod se poate ajunge la un produs maxim pentru ca si S + K este constanta. Vom
calcula catul C si restul R al impartirii dintre suma exponentilor si numarul exponentilor. Vom
calcula apoi numarul 7" care are aceeasi factori primi ca si N ridicati la C', urmand ca restul R sa
fie distribuit intre cei K factori primi. De exemplu pentru N = 945 = 3357 avem S =5, K =3
deci C'=1si R = 2. Restul R = 2 poate fi distribuit la cei 3 factori in 3 moduri diferite asadar se
pot obtine numerele 32527, 325172 si 315272 adica 1575, 2205 si 36754 care au fiecare 18 divizori.

Se observa de aici ca trebuie generate toate combinarile de K luate cate R printr-un mecanism
de tip backtracking sau un algoritm asemanator si apoi generate numerele cdutate plecand de la
numarul 7. Aceste numere vor fi apoi insumate modulo 10° + 7.

Solutie alternativa
Propusa de: stud. Stefan-Cosmin Dascalescu, Universitatea din Bucuresti

Mai intai, descompunem N in factori primi si calculam exponentii, Impreuna cu suma lor asema-
nator cu prima solutie.

Daca numarul exponentilor este z si suma lor este y, vrem ca fiecare exponent sa apara cel putin
la puterea y/z ori si cel mult la puterea y/x + 1 ori, numarul exponentilor ce apar la puterea
y/x + 1 fiind dat de y % =.
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Astfel, vom putea folosi o abordare bazatda pe metoda programarii dinamice, dp[é][j][k][!] fiind
suma tuturor numerelor optime care au folosit primii ¢ exponenti, numarul total de exponenti
folosit este j, mai putem folosi & exponenti cu puterea ¢ si [ exponenti cu puterea ¢ + 1, unde ¢
este y/x de mai sus.

Pentru a face actualizarea de la o stare la urmatoarea stare, avem doua cazuri in functie de valorile
din £ si [, putand fie sa adaugam numarul prim curent la puterea ¢, fie acelasi numar prim la
puterea ¢ 4+ 1. Trebuie avut grija la calcularea puterilor numerelor prime din descompunerea lui
N pentru evitarea calculelor ce nu sunt necesare.

Complexitatea finald a solutiei va fi O(V N + 2% -y), unde z si y sunt numerele de mai sus, z fiind
cel mult egal cu 12 (numarul factorilor primi distincti ai lui N) iar y fiind cel mult egal cu 40.
Totusi, un x mare nu permite si un y mare si viceversa.

13.3 Cod-sursa pentru problema All Numbers

using namespace std;

11 p[100],e[100],st[100];
11 bo, so, n;
11 H=1, W= 0;

void desc(1ll n, 11 &k,11 p[1,11 e[D)

{
11 i, fact;

k =0;

fact = 0;
while (n%2 == 0)
{
n /= 2;
fact++;

3

if (fact) {pl++k] = 2; e[k] = fact;}

i=3;
while (i*i <= n)
{
if (n%i==0)
{
fact = 0;
while (n%i == 0) { n /= i;fact++;}
if (fact) {p[++k] = i; e[kl=fact;}
}
i+= 2;
}

if (n > 1) {pl++k] = n; e[kl = 1;3
}
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// Subprograme pentru generarea combinarilor cu backtracking
void afiscomb(int k)
{

int i;

11 A=1;

// adaug restul exponentilor
for(i = 1; i < k;i++)

A = (A*p[st[i]])%MOD;
// insumez modulo

W= (W + A)%MOD;

void comb(int n, int t, int k)
{
if (k ==t + 1) afiscomb(k);
else
for(int i
{
stlk] ig
comb(n, t, k + 1);
3

stlk-1] + 1; 1 <= n;it++)

int main()

{
11 k, i, j, cat, rest;

cin >> n;
// descompun numarul in factori primi
desc(n,k,p,e);

// calculez suma exponentilor
// bo este notatia pentru functia big omega si reprezinta suma
// exponentilor din descompunerea in factori primi
// so este notatia pentru little omega si reprezinta numarul factorilor
// primi din descompunerea in factori primi
bo = 0; so = k;
for(i = 1;i <= k;i++)
bo += e[i];

// calculez catul si restul lui bo la so
cat = bo / so;
rest = bo % so;

// formez numarul care are aceeasi factori primi si toti exponentii egali cu cat
H=1;
for(i = 1; i <= so0; it+)
for(j = 1; j <= cat; j++)
H= (H * p[i])%MOD;

// generez combinari de so luate cate rest
comb(so, rest, 1);

cout << (H*W)%MOD << "\n";
return 0;

alln - Stefan Dascalescu
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Se poate observa ca daca avem x exponenti si suma lor este y, vrem sa-i
impartim cat mai echilibrat (y/x pentru toate, eventual pentru unele avem
y/x+1)

Apoi, putem rula o dinamica pe 4 dimensiuni care se foloseste de descompunerea
echilibrata pentru a afla suma tuturor numerelor, divizor cu divizor.

*/

#include<bits/stdc++.h>

using namespace std;

const int mod = 1000000007,

// suma tuturor numerelor optime care au folosit primii i exponenti, nr total
// folosit este j, mai sunt k exponenti cu puterea q si | exponenti cu puterea
// qt1

long long dp[12][52]1[12]1[12];

int main()

{

long long n;
cin >> n;

int sum = @; // suma exponentilor
vector<pair<long long, int> > exponenti; // exponentii

for(long long i = 2; i * i <= n; i++)
if(n % i == 0)
{
exponenti.push_back({i, 0});
while(n % i == 0)

{
exponenti.back().second++;
sum++;
n/=1ij;

3

}

if(n > 1)

{
exponenti.push_back({n, 13});
sum++;

}

int g = sum / exponenti.size();
int mare = sum % exponenti.size();
int mic = exponenti.size() - mare;

long long put = 1;
for(int 1 = 1; i <= q; i++)
put = (put * exponenti[0].first) % mod;

if(mare)

dpl[@][g+1]1[mic][mare-1] = (put * exponenti[0].first) % mod;
if(mic)

dp[0]1[qllmic-1]1[mare] = put;

for(int i = 0; i + 1 < (int) exponenti.size(); i++)

{
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long long put = 1;
for(int p = 1; p <= q; p++)

put = (put * exponenti[i+1].first) % mod;
for(int j = 0; j <= sum; j++)

{
for(int nrmic = 0; nrmic < (int) exponenti.size(); nrmic++)
{
for(int nrmare = 0; nrmare < (int) exponenti.size(); nrmare++)
{
if(dplil[jlInrmic]l[nrmare] == 0)
continue;
if(nrmic)
{
dpl[i+11[j + gllnrmic - 1]1[nrmare] += (dp[il[jl[nrmic]l[nrmare] * put);
dpli+11[j + gllnrmic - 11[nrmare] %= mod;
}
if(nrmare)
{
long long val = dpl[il[jl[nrmic]l[nrmare] * put;
val %= mod;
val = val * exponentil[i+1].first;
val %= mod;
dpl[i+11[j + g + 1]1[nrmic][nrmare - 1] += val;
dp[i+11[j + g + 1]1[nrmic][nrmare - 1] %= mod;
}
}
3
3
}
cout << dpl[exponenti.size() - 11[sum][@][0] << '\n';
return 0;

b
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13.4 Problema Kpartit

Propusa de: prof. Victor Manz, Colegiul National de Informatica ,Tudor Vianu” Bucuresti

Un sir x format din literele xg, z1,..., 2,1 cu n > 0 se numeste kpartit de ordin k daca exista k
si p1,p2, ..., Pr—1 cu proprietatile:

e 0<k<n
O<pi<pa< - <pe1<n

e ;= x; pentru orice 0 <1 < j < p;
e 1; = x; pentru orice p; <1 < j < po

e ;= x; pentru orice pp_; <1< j<n
* Tp—1 # Lpyy Tpy—1 # Lpgy -y Lpp—1 # Ly,

De exemplu sirurile de lungime 8 bbbawwww si daaaaddd sunt kpartite de ordinul 3, sirul de litere
de lungime 10 eeeeezzzzz este kpartit de ordinul 2, iar sirul de lungime 5 yyyyy este kpartit de
ordinul 1.

Cerinta

Scrieti un program care, pentru un sir de litere © = (29, 21, ..., 2,—1) de lungime n si un numar
natural k£, 0 < k < n determina numarul minim de litere care trebuie eliminate din x astfel incat
acesta sa devina kpartit de ordin k. In cazul in care acest lucru nu e posibil, se va afisa —1.

Date de intrare

Pe prima linie se afla numerele n si k, separate printr-un spatiu, cu semnificatia de mai sus iar
pe cea de-a doua linie termenii sirului dat xo, x1,...,2,_1. Acestia nu vor fi separati prin spatii.

Date de iesire

Pe prima linie se afla un singur numar natural, reprezentand rezultatul determinat.

Restrictii

e 1<k <n<5000
 sirul x este format doar din litere mici ale alfabetului englez

Puncte Restrictii

#
1 21 n<20
2
3
4

36 n < 100
24 n < 1000

19 Nu exista alte restrictii
Exemple
stdin stdout Explicatii
8 3 ) Nu este necesara eliminarea niciunei litere.
bbbawwww
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8 2 1 Este suficienta eliminarea unei litere a

bbbawwww astfel incat sirul dat sa devina kpartit de
ordin 2.

10 5 -1 Nu este posibila obtinerea unui sir kpartit

eeeeezzzzz de ordinul 5 prin eliminarea unor litere ale

sirului dat.

10 2 3 Este suficienta eliminarea unei litere c si a
bebbxxbece celor doua litere z astfel incat sirul dat sa
devina kpartit de ordin 2.

13.5 Rezolvarea problemei Kpartit

Problema poate fi rezolvata folosind metoda programarii dinamice.

Prima solutie, mai putin eficienta, dar mai usor de intuit consta in actualizarea in n pasi a unei
matrice cu k linii si NL = 26 coloane. Un element al acesteia, Imaz[nrs|[p], are semnificatia:
lungimea maxima a unui subsir kpartit de ordinul nrs care se termind cu cea de-a p-a litera din
alfabet.

La fiecare pas i,1 < i < n, Imaz[nrs|[p] se obtine ca fiind maximul dintre Imaz[nrs][p] de la
pasul ¢ — 1, la care se adauga 1 si max{1 + Imax[nrs — 1][j],0 < j < NL,j # p}.

Rezultatul cerut este diferenta dintre n si maximul elementelor de pe linia k a matricei de la
pasul n (care corespunde intregului sir s). Cazul particular in care trebuie afisat —1 corespunde
situatiei In care toate elementele liniei £ sunt nule.

Se observa ca matricea este actualizata In k- NL pasi, pentru fiecare dintre cele n prefixe ale
sirului s citit. Rezulta astfel ca algoritmul are complexitatea timp O(n-k-NL) (N L reprezentand
dimensiunea alfabetului, adica 26 in cazul nostru). O astfel de solutie va obtine 81 de puncte.

Pentru a obtine punctajul maxim trebuie facuta observatia ca nu este necesara parcurgerea tuturor
celor NL = 26 de litere, ci este suficient sa retinem doar pozitiile din alfabet pentru care se obtin
cele mai mari doua valori de pe fiecare linie nrs a matricei.

Notam cu indicemax1[nrs] = indicele (pozitia in alfabet a) unei litere care poate fi ultima intr-un
subsir kpartit de ordinul nrs de lungime maxima si cu indicemax2[nrs] = indicele unei litere care
poate fi ultima intr-un subsir kpartit de ordinul nrs de lungime maxima daca nu il luam in
considerare pe indicemaz1nrs].

Cu ajutorul acestora, la fiecare pas i,1 < i < n, Imaz[nrs|[p] se obtine ca fiind maximul dintre
Imazx|nrs|[p] de la pasul ¢ — 1, la care se adauga 1 si:

o 1+ Imazxinrs — 1][indicemaxlnrs — 1]], daca p # indicemaz1nrs — 1]
o 1+ Imaznrs — 1][indicemaz2[nrs — 1]], daca p = indicemaz1|nrs — 1]

Dupa calculul fiecarui element Imazx[nrs][p|, trebuie actualizate (daca este cazul) indicemax1[nrs]
si indicemax2|nrs]. Trebuie avut grija ca de fiecare data sa se pastreze relatia indicemax1|nrs] #
indicemax2[nrs.

O astfel de solutie, avand complexitatea timp O(n - k) si complexitatea spatiu O(n - NL) obtine
punctajul maxim.
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13.6 Cod-sursa pentru problema Kpartit

using namespace std;

const int N_MAX = 5000;

int N, K;

char CIN_MAX + 5], C2[N_MAX + 51;
int dp[N_MAX + 51[N_MAX + 5];

int max_dp[N_MAX + 5];

int freq[N_MAX + 5];

int main() {
ios::sync_with_stdio( K
cin.tie(@); cout.tie(0);

cin >> N >> K;

int N_init = N;

cin >> C2;

int L = 1;

CL1] = c2[oe];

freq[1] = 1;

for(int i = 1; i < N; i++) {
if(C2[i] == CILD) {

freq[L]++;
3
else {
C[++L] = C2[il;
freq[L] = 1;
3
3
N =1L;

for(int k = 1; k <= K; k++) {
if(tk > 1) ¢
fill(max_dp, max_dp + N_MAX + 1, -1);
}

pair<int, int> mx1, mx2;
for(int i = 1; i <= N; i++) {
if(max_dp[C[i]] !'= -1) {
dp[k][i] = freq[i] + max_dp[C[i]];
}

pair<int, int> mx;
if(mx1.first == C[i]) {

mx = mx2;
}
else {

mx = mx1;
}

if(mx.second > 0) {
dp[k]I[i] = max(dp[k1[il, freq[i] + mx.second);
3

if(dpCk1[i] > 2) {
max_dp[C[i]] = dp[k]1[i];
3

if(dplk - 11[i1 > @) {
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if(mx1.first == C[i]) {

mx1.second = max(mx1.second, dplk - 1][i]);
}
else if(mx2.first == C[i]) {

mx2.second = max(mx2.second, dp[k - 11[i]);

}
else {
if(mx1.second < dp[k - 1][i]) {
mx2 = mx1;
mx1 = make_pair(C[i], dpl[k - 11[il);
3
else if(mx2.second < dplk - 11[i]) {
mx2 = make_pair(C[i], dplk - 11[il);
3
3

if(mx2.second > mx1.second) {
swap(mx2, mx1);

}
3

}
}
int ans = 0;
for(int i = 1; i <= N; i++) {

ans = max(ans, dp[KI[il);
3

if(ans == 0) {
cout << "-1\n";

3
else {
cout << N_init - ans << "\n";
}
return 0;
}
//0(n*k)

#include <iostream>
#include <cstdio>
#include <cstring>
using namespace std;
const int N = 5e3;
const int NL = 26;

char s[N+1];
int n, k, 1_max[N+1]J[NL], indice_max_1[N+1], indice_max_2[N+11];

//1_max[nr_s][1lit] = lung. max a unui subsir format din nr_s secv. care se
//termina cu litera lit

//

//indice_max_1[nr_s] = indicele unei litere care poate fi ultima intr-un
//subsir de lungime maxima format din nr_s secvente

//

//indice_max_2[nr_s] = indicele unei litere care poate fi ultima intr-un
//subsir de lungime al doilea maxim format din nr_s secvente

//

//ma asigur ca indice_max_2[nr_s] != indice_max_1[nr_s]

int main()

{
cin >> n >> k >> ws;
int nr = 0;
char ¢ = cin.get();
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while (!cin.eof () && <=c & c <= )
{

slnr++] = c;

c = cin.get();
3
fill(indice_max_1, indice_max_1 + N, -1);
fill(indice_max_2, indice_max_2 + N, -1);
int nr_max_secv = 1;

indice_max_1[nr_max_secv] = (int)(s[0] - );
1_max[nr_max_secv][(int) (s[0] - 1 =1;
for (int i = 1; 1 < n; i++)
{

if (s[i] != s[i-1])

{

nr_max_secv++;
3
int p = (int)(s[i] - )

int lim = min(nr_max_secv, k);
for (int nr_s = 1; nr_s <= lim; nr_s++)

{
1_max[nr_s][pl++;
if (p !'= indice_max_1[nr_s-11)
{
1_max[nr_s]1[p] = max(1l_max[nr_s]1[p],
1 + 1_max[nr_s-1]1[indice_max_1[nr_s - 1]1);
}
else
{
if (indice_max_2[nr_s - 1] != -1)
{
1_max[nr_s1[p]l = max(1l_max[nr_sI[p],
1 + 1_max[nr_s-1][indice_max_2[nr_s - 111);
}
3
if (indice_max_1[nr_s] == -1 ||
1_max[nr_s][p] > 1_max[nr_sJ[indice_max_1[nr_s]1])
{
indice_max_2[nr_s] = indice_max_1[nr_s];
indice_max_1[nr_s] = p;
3
else if (p != indice_max_1[nr_s] &&
(indice_max_2[nr_s] == - 1 ||
1_max[nr_s1[p]l > 1_max[nr_s][indice_max_2[nr_s]]))
{
indice_max_2[nr_s] = p;
}
}
3
int rez = n - 1_max[k][indice_max_1[k]1];
if (rez == n) rez = -1;
cout << rez << ;
return 0;
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const int SIGMA = 26;

int main() {
int N, K;
std::string S;
std::cin >> N >> K >> S;

std::vector<std::vector<int>> max_len(K + 1, std::vector<int>(SIGMA));

max_len[1][(int)(S[0] - )1 =1;
std::vector<std::pair<int, int>> best(K + 1, std::make_pair(-1, -1));
best[1] = std::make_pair((int)(S[0] - ), -1);
for (int i = 1, max_k = 1; i < N; i++) {

int curr_letter = (int)(S[i] - )g

if (SCil !'= S[i - 1)

max_k++;
}

for (int j = 1; j <= std::min(K, max_k); j++) {
max_len[jl[curr_letter]++;
for (const int &op : {best[j - 1].first, best[j - 1].second}) {

if (op != curr_letter & op != -1) {
max_len[jllcurr_letter] = std::max(max_len[jl[curr_letter], 1 + max_len[j - 11[opl);
3
3
if (best[jl.first == -1 || max_len[jl[best[j].first] < max_len[jl[curr_letter]) {

if (best[j].second != curr_letter) {
best[j].second = best[j].first;

}
best[j].first = curr_letter;
} else if ((best[j].second == -1 || max_len[j][best[j].second] < max_len[jl[curr_letter])

&& best[j].first != curr_letter) {
best[j].second = curr_letter;

3
}
}
int answer = *std::max_element(max_len[K].begin(), max_len[K].end());
std::cout << (answer > @ ? N - answer : -1) << 2
return 0;
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13.7 Problema Semnal

Propusa de: prof. Chesca Ciprian, Liceul Tehnologic ,Grigore C. Moisil” Buzau

Un semnal digital reprezinta o succesiune de date reprezentate cu ajutorul a doua niveluri de ten-
siune electrica denumite 0 logic si 1 logic si sunt prezente in toate electronicele digitale, in special
in echipamentele de calcul si in cele utilizate in transmisia de date. Reprezentarea grafica sau asa
numita forma de unda a unui semnal digital este o succesiune neintrerupta de linii orizontale de
nivel 0 sau de nivel 1, unite prin linii verticale, conform imaginii alaturate.

nivel logic 1

nivel logic 0

Cerinta

Fie L un numar natural nenul. Se considera un fir neintrerupt de lungime L. Sa se determine
numarul de forme de unda diferite notat cu U care se pot realiza folosind acest fir respectand
urmatoarele proprietati:

« O forma de unda incepe si se termina pe nivelul logic 0;
e O forma de unda foloseste cel mult doua niveluri logice;
o Lungimile liniilor orizontale si verticale sunt doar numere naturale nenule;

Doua forme de unda se considera diferite daca difera prin cel putin o linie.
Exemplu:

Pentru L = 5 se pot realiza U = 8 forme de unda diferite, conform figurii urmatoare:

Date de intrare

Pe prima linie se va gasi numarul natural L.
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Date de iesire
Pe prima linie se va gasi restul impartirii numarului natural U la 3000 017.
Restrictii

« 1< L <108

# Puncte Restrictii

1 16 1<L<34

2 20 35 < L < 20000
3 64 20001 < L < 10°

Exemple
stdin stdout
5 8
2022 177722
470926 19116
Explicatii
9

e Pentru primul exemplu: Se pot forma U = 8 forme de unda diferite folosind un fir de
lungime L = 5 respectand proprietatile cerute, conform exemplului de mai sus.

e Pentru al doilea exemplu : Restul impartirii numarului U ce reprezinta numarul de forme de
unda diferite ce se pot forma folosind un fir de lungime L = 2022 la 3000017 este 177 722.

o Pentru al treilea exemplu : Restul Impartirii numarului U ce reprezinta numarul de forme
de unda diferite ce se pot forma folosind un fir de lungime L = 470926 la 3000017 este
19116.

13.8 Rezolvarea problemei Semnal

Etapa de rationament

Solutia problemei se Incadreaza in metoda stars and bars care este o abordare de rezolvare a
problemelor de combinatorica. Se poate folosi cand trebuie sa determinam numarul de modalitati
de a grupa un numar dat de obiecte identice.

Mai multe detalii despre aceasta metoda puteti gasi aici: Stars and bars

Vom face o analiza In functie de amplitudinea semnalului digital pe care o vom nota cu H sau cu
alte cuvinte de diferenta dintre nivelul logic 0 si nivelul logic 1.

o Pentru H = 0 se poate genera un singur semnal (o simpla linie dreapta de lungime L).
Acest rezultat este comb(L + 1,0) pe care il vom explica in continuare.
e Pentru H =1 distingem subcazurile:
1. Daca avem o singura trecere de la nivelul 0 la nivelul 1 si desigur o singura revenire
atunci din lungimea L se scade 2, corespunzator celor doua treceri de la un nivel la
altul si avem apoi de asezat 2 linii verticale in L-2 + 1 pozitii, adica comb(L-1, 2)
2. Daca avem doua treceri de la un nivel la altul atunci din L scadem 4 si vom avea de
asezat 4 linii verticale in L—4 + 1 pozitii adica comb(L — 3,4)
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3. S.a.m.d. de unde vom gasi urmatoarea suma de combinari comb(L +1,0) + comb(L —
1,2) + comb(L — 3,4) +
Pentru H = 2 rationamentul este asemanator si va conduce la suma de combinari
comb(L-3,2) + comb(L — 7,4) +

Sumele se vor calcula pentru toate valorile H care genereaza forme de unda, mai precis daca L
este numar impar atunci H poate fi L/2, iar daca L este numar par, H poate fi L/2-1

Exemplu

Pentru L = 10 avem:

H =0, comb(11,0) =

H =1, comb(9,2) + comb(7 4)=36+35="71
H =2 comb(7,2) = 21

H =3, comb(5,2) =

H =4, comb(3,2) = 3

In total sunt 106 semnale digitale distincte care se pot formal!

Etapa de implementare

In functie de modul de calcul al combinarilor se pot distinge acum mai multe abordari de imple-
mentare:

Combinari precalculate dinamic cu triunghiul lui Pascal dar cu valori limita de maxim 5 000
— solutie de aproximativ 20 — 30 puncte

Combinari calculate clasic in care fiecare produs care apare in formula combinarilor se
calculeaza de fiecare data impreuna cu inversul modular necesar — solutie de aproximativ
30 — 40 puncte

Combinari in care fiecare produs este precalculat — solutie de aproximativ 40 — 50 puncte.
Combinari calculate cu teorema lui Lucas — solutie de 70 — 80 puncte. Mai multe despre
teorema lui Lucas puteti gasi aici: Teorema lui Lucas

Combinari calculate in O(1) dupa ce in prealabil au fost precalculate atat factoriale necesare
cat si inversele modulare necesare — solutie de 100 puncte.

Solutie alternativa

Propusa de: prof. Ionel-Vasile Pit-Rada, Colegiul National Traian, Drobeta-Turnu Severin

Vom folosi urmatoarele notatii:

fo[n] = numarul semnalelor de lungime n care se termina cu _ (orizontal jos)
fi[n] = numarul semnalelor de lungime n care se termina cu | (vertical urcare)
fa[n] = numarul semnalelor de lungime n care se termina cu — (orizontal sus)
f3[n] = numarul semnalelor de lungime n care se termina cu | (vertical coborare)

Ne intereseaza fo[L] + f3[L]

Se observa relatiile:

foln] = foln — 1] + f3[n — 1], deoarece putem prelungi cu 1 pas orizontal in jos orice semnal
care se termina cu orizontal jos sau coborare verticala

filn] = fo[n — h], deoarece putem prelungi un semnal care se termind cu orizontal jos cu
urcarea verticala de lungimea h
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o fo[n] = fi[n — 1] + fo[n — 1], deoarece putem prelungi cu 1 pas orizontal sus orice semnal
care se termina cu orizontal sus sau urcare verticala

o f3[n] = fa[n — h], deoarece putem prelungi un semnal care se termind cu orizontal sus cu
coborare verticala de lungimea h

Initializarea trebuie facuta cu atentie: fo[0] = 1,f1[0] = f2[0] = f3[0] =0

13.9 Cod-sursa pentru problema Semnal

using namespace std;

int L,s,t,inv[1000005],fact[1000005],ifact[1000005];
int main(){
cin>>L;

inv[1] = 1; fact[0] = 1; fact[1] = 1; ifact[0] = 1; ifact[1] = 1;
for (int i = 2; i <= 1000000; i++) {

inv[i] = 7LL » (MOD - MOD/i) * inv[MOD % i] % MOD;
fact[i]l] = 1LL * fact[i - 1] * i % MOD;
ifact[i] = 1LL % ifact[i - 1] * inv[i] % MOD;
3
s =1;
for(int h=1;h<=(L+1)/2-1;h++){
int t=0;
for(int k=1;k<=(L+1)/(2xh+2);k++){
t = (t + (long long)fact[L-2xkxh+1]*ifact[L-2%k*xh-2xk+1]%MOD*ifact[2xk]%MOD)%MOD;
}
s = (s + t)%MOD;
3
cout<<s;
return 0;

using namespace std;

const int N = 1000010;

const int MOD = 3000017;

inline int prod(int x,int y){x=1LL*x*y%MOD;return x;}
inline int suma(int x,int y){x=(x+y)%MOD;return x;3}
inline int expo(int b,int e)

{
if(e==0)return 1;
int r=expo(b,e/2);
r=prod(r,r);
if(e%2)r=prod(r,b);
return r;

}
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inline int invMod(int x){return expo(x,MOD-2);}
int L,F[N],I[N],so0l=1;

void precalc()

{
FLol=1;
for(int i=1;i<=L;i++)F[il=prod(F[i-1],1);
I[L]=invMod(FL[L]);
for(int i=L;i>0;i--)I[i-1]=prod(I[il,i);
}

int comb(int n,int k){return prod(F[nl,prod(ILk],I[n-k1));}
int main()

{
cin >> L;
precalc();
for(int h=2;L-h>0;h+=2)
for(int k=2,R=L-h-1;R>=0;k+=2,R-=h+2)
sol=suma(sol,comb(R+k,k));
cout << sol;
return 0;
}

183



13.10 Problema Circles

Propusa de: stud. Andrei Onut, Universitatea Yale, S.U.A.

Pe un teren agricol de langa orasul Austin, din statul Texas, exista N traiectorii, numerotate: 1,
2, .., N, pe care se pot utiliza tractoare. Traiectoriile sunt disjuncte intre ele oricare doua si au
forma unor cercuri de raze ce au lungimile valori numere naturale nenule. Sensul deplasarii pe
fiecare traiectorie este descris prin trei puncte distincte (din sistemul de coordonate carteziene)
de pe traiectorie, in ordinea in care acestea sunt vizitate de catre tractor. Astfel, daca un tractor
urmeaza traiectoria ¢, atunci tractorul este pornit din punctul (z;1,v;1), ajunge in (x;2,y;2), apoi
n (x;3,¥:3) si, in final, se iIntoarce in (x;1,y; 1), unde tractorul este oprit, efectudndu-se exact o
rotatie completa pe cerc.

Fiecare traiectorie ¢ dintre cele N are asociata o valoare V(i) egala cu: V(i) = r(i)-r(i)-w(i), unde
(i) reprezinta lungimea razei cercului ce descrie traiectoria i, iar w(i) = 1, daca deplasarea pe
traiectoria i se face in sens antiorar (adica invers acelor de ceas) sau w(i) = —1, daca deplasarea

se face In sens orar.

Aflati in vacanta la casele din Austin ale bunicilor, SAM si JOHN vor sa ajute la Ingrijirea terenului
agricol. Astfel, SAM isi alege o multime nevida A = {ay, as, . .., a;} alcatuita din £ traiectorii dis-
tincte dintre cele N (1 < k < N), iar lui JOHN 1i raméne multimea nevida B = {by, b2, ...,bn_i}
alcatuita din restul de (N — k) traiectorii nealese de SAM.

Bineinteles, munca lor este rasplatita in functie de performanta, astfel ca dupa ce fiecare termina
de utilizat tractoarele pe traiectoriile alese, SAM primeste: k-(V (a1)+V (a2)+...+V (ax)) puncte
la sala de bowling, iar JOHN primeste: (N — k) - (V(by) + V(b2) + ... + V(bny_k)) puncte. Este
posibil ca punctajul obtinut sa fie mai mic sau egal decéat 0.

Cerinta

Pentru a asigura echilibrul intre cele doua punctaje obtinute, bunicii aleg un numar natural L.
Determinati in cate moduri distincte isi pot Imparti cei d01 tineri cele doud multimi de traiectorii
Asi B, astfel incat valoarea absoluta a diferentei dintre punctajul obtinut de SAM si respectiv
punctaJuI obtinut de JOHN sa fie mai mica sau egala decat numarul L.

Date de intrare

Pe prima linie se afla numarul natural /V, cu semnificatia de mai sus. Pe fiecare dintre urmatoarele
N linii se afla, separate intre ele prin cite un spatiu, cite sase numere naturale; astfel, pe a (i41)-
a linie se afla, in ordine, valorile ; 1, ¥, 1, %; 2, ¥i2, respectiv x; 3, ¥; 3, pentru fiecare ¢: 1 <¢ < N,
Pe urmatoarea linie se afla numarul natural L.

Date de iesire

Pe prima linie se afla un singur numar intreg, reprezentand numarul de moduri distincte deter-
minat. In cazul In care nu exista niciun astfel de mod, atunci valoarea acestui numar va fi egala
cu —1.

Restrictii

e 2< N <34si0<L<10"7.
o 0<u,,y,; <1000000 si x;;,v;; sunt numere naturale, pentru fiecare (7, j): 1 <7 < N si
1<j<3
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e 7(i) > 0si |V(i)] < 10", pentru fiecare i: 1 <i < N.

o Cercurile ce descriu fiecare dintre cele N traiectorii au coordonatele (abscisa si ordonata)
centrului valori numere naturale mai mici sau egale decat 1 000 000.

e O traiectorie circulara este alcatuita doar din punctele de pe conturul cercului ce descrie
traiectoria, iar doua traiectorii sunt disjuncte daca cercurile ce le descriu nu au niciun punct
in comun.

o Pentru un cerc C' de raza r (r > 0), ce are centrul in punctul de coordonate (z¢, yc), toate
punctele de pe cerc se afla la aceeasi distanta fata de centru, egala cu lungimea razei. Astfel,
(x — zc)* + (y — yeo)? = r?, pentru fiecare (z,y) € C (unde x si y sunt numere reale).

« In cadrul deplasirii unui tractor pe traiectoria i, fiecare punct de coordonate
reale de pe cercul ce descrie traiectoria este vizitat exact o singura data, cu
exceptia punctului (z;;,y;1), care este vizitat de doua ori: o data la inceputul
deplasarii si o data la finalul deplasarii.

o Intrarea la sala de bowling se plateste in puncte, nu in dolari.

# Puncte Restrictii
1 4 N=2
2 7 N=3

N <155si (;1,9i1), (Ti2,¥i2) si (zi3,:3) pot descrie un triunghi dreptunghic,
pentru fiecare ¢

4 34 N <15

3 8

5 8 Toate cele N traiectorii sunt In sens antiorar
6 39 Nu exista alte restrictii suplimentare
Exemple
stdin stdout
3 -1
011021
714136 105
14 10 12 12 12 8
30
3 4
211021
7 14136 105
14 10 12 12 12 8
43
Explicatii
9

Centrele cercurilor ce descriu cele N = 3 traiectorii se afla in punctele (1,1), (10, 10), respectiv
(12,10). Cercurile au lungimile razelor egale cu 1, 5, respectiv 2.

Prima traiectorie este descrisa de un cerc cu raza r(1) = 1 si este este In sens antiorar, astfel ca
w(1) = 1. Prin urmare, V(1) = 1. In mod similar, V(2) = —25 si V(3) = 4.

Exista, in total, sase moduri distincte In care SAM si JOHN 1si pot Tmparti cele doua multimi
nevide A si B:

o Daca A = {1}, iar B = {2,3}, SAM primeste un punct si JOUN (—42) de puncte. Valoarea
absoluta a diferentei 1 — (—42) este egala cu 43.
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o Daca A ={1,2}, iar B = {3}, SAM primeste (—48) de puncte si JOHN 4 puncte. Valoarea
absoluta a diferentei (—48) — 4 este egala cu 52.

o Daca A ={1,3}, iar B = {2}, SAM primeste 10 puncte si JOHN (—25) de puncte. Valoarea
absoluta a diferentei 10 — (—25) este egala cu 35.

o Daca A= {2}, iar B = {1, 3}, SAM primeste (—25) de puncte si JOHN 10 puncte. Valoarea
absoluta a diferentei (—25) — 10 este egala cu 35.

o Daca A ={2,3}, iar B = {1}, SAM primeste (—42) de puncte si JOHN un punct. Valoarea
absoluta a diferentei (—42) — 1 este egala cu 43.

« Daca A = {3}, iar B = {1,2}, SAM primeste 4 puncte si JOHN (—48) de puncte. Valoarea
absoluta a diferentei 4 — (—48) este egala cu 52.

Primul exemplu: Nu exista niciun mod de a alege multimile A si B, astfel Incat valoarea
absoluta a diferentei dintre cele doua punctaje sa fie mai mica sau egala decat L = 30.

Al doilea exemplu: Exista patru moduri distincte de a alege multimile A si B, astfel incat
valoarea absoluta a diferentei dintre cele doua punctaje sa fie mai mica sau egala decat L = 43,
dupa cum urmeaza:

« A={1}si B={2,3}
« A={1,3}si B={2};
« A={2}si B={1,3}
o A={2,3}si B={1}.

13.11 Rezolvarea problemei Circles

Partea de Geometrie

Pentru fiecare traiectorie i: 1 < ¢ < N, va fi nevoie sa calculam valoarea V(7). Sa introducem,
pentru simplitate, urmatoarele notatii in cadrul traiectoriei ¢:

o (@i, ¥i5) = (x5,95), pentru j € {1,2,3},

e z¢; = [abscisa centrului cercului ce descrie traiectoria i] = z¢,
* yc,; = [ordonata centrului cercului ce descrie traiectoria i] = yc,
o (i) = [lungimea razei cercului ce descrie traiectoria i] = 7.

Astfel, cu notatiile de mai sus, V(i) = r? - w(4). Presupunand ci am avea o metoda prin care sa
determinam valorile z¢ si Yo, am putea calcula si valoarea r apoi.

Scriind de trei ori ecuatia carteziana a cercului, care este listata si in cadrul sectiunii Restrictii
din enunt, obtinem:

(21— 20)* + (y1 — yo)* =17, (13.1)
(3 — 20)* + (2 — yo)* =17, (13.2)
(x5 — x0)* + (y3 — yo)* = 1°. (13.3)

Prin urmare, folosind, de exemplu, ecuatia (13.1), obtinem ca r = \/(z1 — z¢)? + (y1 — yc)?.

Acum, sa ne concentram pe gasirea valorilor z¢ si yc, folosind, in continuare, cele trei ecuatii de
mai sus.
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= 82 (din primele doud ecuatii).

2
Apoi, folosind prima si cea de a treia ecuatie, obtinem cd: z¢ = l’%-ﬁ-yf—xg—ngx—liizjyc+2~y3'yc. De
remarcat ca x; # x3, deoarece cele trei puncte ce descriu traiectoria ¢ sunt distincte si deja am
afirmat ca 1 = x. Similar, se trateaza cazurile x1 = x3 sau xo = x3. De asemenea, folosind
exact acelasi rationament, putem rezolva si daca y; = y2, y1 = Y3 sau y» = ys, interschimband

valorile x cu valorile y ale celor trei puncte.

In cazul in care x; = x2, obtinem, in primul rand, ca: yc

Daca se Intampla simultan ca: z1 # 2, 1 # 3, Ta # T3, Y1 7# Y2, Y1 7# Y3 S1 Y2 # Y3, putem
rezolva urmatorul sistem de doua ecuatii liniare pentru a afla cele doua necunoscute z¢ si yc:

a'f(}‘f‘b'yC:Ta
C'£C+d'yC:Q7

unde:

o T=af+yi—a3— 1y,
a=2-(ry—x) #0,
b:2'(y1—y2)7é0,
Q=% +yi — 73 — 3,
o c=2-(x;—x3) #0,
e d=2-(y1 —y3) #0.

Expresiile T', a si b pot fi gasite scazand primele doua ecuatii ale cercului una din cealalta, iar
expresiile ), ¢ si d pot fi gasite scazand prima si cea de a treia ecuatie una din cealalta.

Pentru a rezolva sistemul de mai sus, putem folosi, de exemplu, metoda substitutiei: se afla yo din
prima ecuatie (in functie de z¢) si apoi se inlocuieste aceasta expresie in cea de a doua ecuatie.
Astfel, se afla valoarea lui z¢. Apoi, se afla si valoarea lui yc.

De asemenea, pentru a determina w(i) se poate folosi fie calcul de determinanti (ca si in cazul
calcularii, de exemplu, a ariei unui triunghi), fie se compara valorile pantelor celor douad drepte
suport ale segmentelor determinate de punctele (x1,y1) si (z2,2), respectiv de punctele (xq,y2)

si (x3,s3)-

Meet-in-the-middle

Pentru a afla raspunsul la problema, vom utiliza tehnica Meet-in-the-middle, despre care puteti
afla mai multe pe USACO Guide.

Conform restrictiilor din enunt, stim c&a AU B = {1,2,...,N} si AN B = (. Astfel, fiecare
modalitate (A, B) prin care SAM si JOHN isi pot Imparti intre ei cele N traiectorii, respectand
restrictia bunicilor cu privire la numarul L, poate fi unic identificata folosind doar multimea A.

Sa introducem: M = L%J > 1, unde L%J reprezinta valoarea partii intregi a Impartirii numarului
N la 2. Consideram cele doua jumdatati nevide ale sirului V: [ = [V4, Vs, ..., V] (prima jumdtate)
sir = Vi, Varsa, - .., Vi) (a doua jumdtate). Astfel, 1 < [I] < |r| = 8]

Evident, multimea A are cel putin un element, iar elementele ce constituie A pot face parte fie doar
din multimea {1,2, ..., M}, fie doar din multimea {M +1, M +2,..., N}, fie din ambele multimi.
Cu acest gand, atat pentru [, cat si pentru r, vom calcula in complexitatea de timp: O(QL%J .
L%J), utilizand, de exemplu, reprezentarea in baza 2 a numerelor naturale, toate perechile de
forma (sum(o),|o|), unde: o este un subsir (format nu neaparat din elemente consecutive) al

sirului / (sau al sirului r, pentru calculele ce implica elementele din a doua jumatate a sirului V'),
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iar sum(o) = [suma elementelor din ¢]. Trebuie sa fim atenti la faptul ca o poate fi si vid, caz in
care consideram ca sum(o) = |o| = 0.

Pentru fiecare subsir o al sirului r, vom insera pe linia |o| a unei colectii (mai formal, o lista)
bidimensionale valoarea sum(co). Dupa aceasta etapa, elementele fiecarei linii ¢ (cu 0 <i < |r| =
L%J) din colectie vor trebui sa ajunga In ordine non-descrescatoare. Linia ¢ contine ('Z‘) =

(L%J) elemente. Astfel, [numarul maxim de elemente din cadrul unei linii a colectiei] = <Lm J)
2

= max, (notatie), din Triunghiul lui Pascal. Cele 2737 elemente ale colectiei pot fi sortate in
complexitatea de timp: 0217271 - log(2727))) = 0272 - [ 2-1]), nainte de a insera pe linia
corespunzatoare fiecare element.

In continuare, s presupunem ci am fixat cu ajutorul unui subsir ¢ (notatii: sum(c) = sum,,
|o| = cnt,) al sirului [ valorile traiectoriilor din multimea {1,2,..., M} ce fac parte dintr-o
posibila multime solutie A, pe care Incercam sa o numaram. Considerand ca S este suma: S =
Vi+Va+. . .4V, atunci dorim sa numaram cate subsiruri o’ (notatii: sum(o’) = sumy, |o’| = cnty)
ale sirului r respecta proprietatea:

|(sumg + sumy) - (enty, + enty) — (S — (sumg + sumy)) - (N — (ent, + enty))| < L.

Prelucrand inegalitatea de mai sus, obtinem ca:

—L—8-(v—=N)—sumg-N <sumy-N<L—-S-(v—N)—sum,-N

unde: v = (cnt, + centy) si v poate fi fixat: ent, <v < N si 1 <wv (multimea A este nevida).

Astfel, pentru a numara cate subsiruri ¢’ satisfac inegalitatea de mai sus, se va cauta binar pe
linia (v — ent,) In colectie, in complexitatea de timp: O(log max,,), pentru fiecare pereche (o, v).

Complexitatea totala de timp a algoritmului este: O(2L72 - | ML +2l%57 ) N - log maz,), adica:
O(2L%J - N -logmax,). In cazul in care N = 34, inseamns ca mazx, = (187) = 24 310.

Solutie alternativa - viitor stud. Cristian Verde

Problema presupune aflarea razei cercului circumscris celor 3 puncte, pe care o putem calcula
gasind coordonatele centrului acestuia. Centrul este localizat la intersectia mediatoarelor laturilor
triunghiului format de punctele (x1,y1), (22, y2) si (z3,y3). Stim ca mediatoarea unei laturi este
perpendiculara pe aceasta, de unde aflam panta (daca d1 si d2 sunt drepte perpendiculare, atunci
fie sunt una paralela cu Oz si cealalta cu Oy, fie respecta relatia ag - aqge = 1, unde ag; si ag sunt
pantele celor 2 drepte), si faptul ca trece prin mijlocul laturii, lucru ce ne permite sa calculam b-ul
ecuatiei y = a -z + b pentru mediatoare, iar acum problema se reduce la o intersectie de drepte si
distanta dintre centru si unul dintre puncte. Calculez w(i) tot cu determinanti, mai exact ludnd
semnul expresiei (x5 —x2) - (y1 —y2) — (1 — x2) - (Y3 — y2), ce ne ofera semiplanul fata de dreapta
reprezentata de punctele (z1,y1) si (z3,y3) in care se afla punctul (za, y2).

Partea a doua

Avand valorile vectorului V', ne mai ramane de calculat numarul de moduri de a partitiona
elementele sale In doud submultimi ce respecta relatia din enunt. Rescriind, obtinem:

|(V(ar) +V(ag) + ...+ V(ax) + V(b)) + V(b)) + ... + V(bn-r)) -k = (V(b1) + V(b2) + ... + V(by_y)) - N| <=L
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Sau

Cu alte cuvinte, vrem:

sumy - k+ L >= sump - N >= sumy - k — L, (13.4)

unde B este o submultime de N — & elemente a lui V.

Solutie de complexitate O(2") - 53 de puncte

Fixam, utilizdnd o masca pe biti, toate submultimile posibile (scrierea fiecarui numar in baza 2
poate reprezenta o submultime - daca cifra de pe pozitia ¢ este 1 atunci elementul V(i 4+ 1) se
regiseste In ea). Asadar, printr-un for de la 1 la 2V — 2, avem

SUM; = SUM 4o orivst viti) + V (first_bit(i) + 1)

unde first_bit(i) este 31 - __builtin_clz(i), iar numarul de cifre de 1 din scrierea binara al lui 4
(pentru aflarea lui N — k) este __builtin_popcount(i). Mai raméne doar sa contorizam cite dintre
acestea satisfac conditia de mai sus pentru o multime B.

Solutie de complexitate O(22 - N) - 100 de puncte

Intocmai ca Andrei, folosesc tehnica ,Meet-in-the-middle”. Imi impart elementele sirului In pri-

mele [§] si ultimele [2], pe care folosesc abordarea din solutia de complexitate O(2"), introduc

valorile din sum in vectori STL in functie de numarul de elemente ale submultimii si i sortez.

Pentru fiecare i de la 1 la N — 1, trebuie sa calculam in cate feluri putem combina o submultime

cu z elemente din primele [5] si i — = din ultimele [232], astfel incat s& respecte conditia (13.4)
(i =N —k, iar % >=1x >=0si % >=i—x >=0). AvAnd sumele deja sortate, putem aplica

metoda Two Pointers, complexitatea acestei bucati a algoritmului, la fel ca cea a sortarii, fiind

O(2% - N).
13.12 Cod-sursa pentru problema Circles

using namespace std;
typedef int64_t Int;
vector<Int> val[50],vb[50];
Int sol,T,R,L;

int n;
Int det(Int all1,Int al12,Int a21,Int a22)
{
return all*a22-al2*a2l;
}
Int semn(Int X)
{
if (X>=0)return 1LL;
return -1LL;
}
void sist(Int all,Int al2,Int bl,Int a21,Int a22,Int b2,Int &X,Int &Y)
{
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Int d=det(all1,al12,a21,a22),dx=det(b1,a12,b2,a22),dy=det(al1,b1,a21,b2);
X=dx/d;
Y=dy/d;

Int elem()

Int xa,ya,xb,yb,xc,yc;
cin>>xa>>ya>>xb>>yb>>xc>>yc; xa-=xc;ya-=yc; xb-=xc;yb-=yc;
sist(2LL*xa,2LL*ya, xaxxatya*ya, 2LL*xb,2LL*yb, xbxxb+ybxyb, xc,yc);
return semn(det(xa,ya,xb,yb))*(xc*xctyc*yc);
}
void updSol(Int Lo,Int Hi,vector<Int> &A,vector<Int> &B)
{
int a=A.size(),b=B.size(),c=0,s=0,d=0;
for(c=0;c<a&&s<b;c++){for(;s<b&&A[c]+B[s]<Lo;s++);for(;d<b&&A[c]+B[d]<=Hi;d++);sol+=d-s;}
3
int main()
{
ios_base ::sync_with_stdio( );
cin.tie( );
cin>>n;
va[0].push_back(0);
for(int i=1; i<=n/2;i++){
R=elem();T+=R;for(int j=i;j>=1;j--)for(auto it:valj-1])valjl.push_back(it+R*n);
}
vb[0].push_back(92);
for(int i=1; i<=n-n/2;i++){
R=elem(); T+=R;for(int j=i;j>=1;j--)for(auto it:vb[j-1])vb[j].push_back(it+R*n);
3
for(int i=1;i<=n/2;i++)sort(valil.rbegin(),valil.rend());
for(int i=1;i<=n-n/2;i++)sort(vb[i].begin(),vb[il.end());
cin>>L;
for(int k=1; k<n; k++)for(int i=0,j=k; j>=0; i++,j--)
if(i<=n/28&8&j<=n-n/2)updSol (-L+T*(n-k),L+T*(n-k),valil,vb[jl1);
if(sol==0)so0l=-1;
cout<<sol<< g
return 0;

190



	I Olimpiada Județeană de Informatică 2023
	OJI 2023, clasa a V-a
	Problema Aeriana
	Rezolvarea problemei Aeriana
	Cod-sursă pentru problema Aeriana
	Problema Castel
	Rezolvarea problemei Castel
	Cod-sursă pentru problema Castel

	OJI 2023, clasa a VI-a
	Problema Ciocolata
	Rezolvarea problemei Ciocolata
	Cod-sursă pentru problema Ciocolata
	Problema Unificare
	Rezolvarea problemei Unificare
	Cod-sursă pentru problema Unificare

	OJI 2023, clasa a VII-a
	Problema Palindrom
	Rezolvarea problemei Palindrom
	Cod-sursă pentru problema Palindrom
	Problema Primprim
	Rezolvarea problemei Primprim
	Cod-sursă pentru problema Primprim

	OJI 2023, clasa a VIII-a
	Problema Hibrid
	Rezolvarea problemei Hibrid
	Cod-sursă pentru problema Hibrid
	Problema Tema
	Rezolvarea problemei Tema
	Cod-sursă pentru problema Tema


	II Olimpiada Națională de Informatică 2023
	ONI 2023, clasa a V-a
	Problema Cadouri
	Rezolvarea problemei Cadouri
	Cod-sursă pentru problema Cadouri
	Problema Legos
	Rezolvarea problemei Legos
	Cod-sursă pentru problema Legos
	Problema Patinaj
	Rezolvarea problemei Patinaj
	Cod-sursă pentru problema Patinaj

	ONI 2023, clasa a VI-a
	Problema Balon
	Rezolvarea problemei Balon
	Cod-sursă pentru problema Balon
	Problema Magictrick
	Rezolvarea problemei Magictrick
	Cod-sursă pentru problema Magictrick
	Problema Puteri3
	Rezolvarea problemei Puteri3
	Cod-sursă pentru problema Puteri3

	ONI 2023, clasa a VII-a
	Problema Dominew
	Rezolvarea problemei Dominew
	Cod-sursă pentru problema Dominew
	Problema Pix
	Rezolvarea problemei Pix
	Cod-sursă pentru problema Pix
	Problema Secvmin
	Rezolvarea problemei Secvmin
	Cod-sursă pentru problema Secvmin

	ONI 2023, clasa a VIII-a
	Problema Castel
	Rezolvarea problemei Castel
	Cod-sursă pentru problema Castel
	Problema Kth
	Rezolvarea problemei Kth
	Cod-sursă pentru problema Kth
	Problema Struguri
	Rezolvarea problemei Struguri
	Cod-sursă pentru problema Struguri

	Baraj selecție lot juniori ONI 2023
	Problema Extrapare
	Rezolvarea problemei Extrapare
	Cod-sursă pentru problema Extrapare
	Problema Fuziune
	Rezolvarea problemei Fuziune
	Cod-sursă pentru problema Fuziune
	Problema Udp
	Rezolvarea problemei Udp
	Cod-sursă pentru problema Udp


	III Tabăra de pregătire a lotului național de informatică juniori, Slatina, 7-14 mai 2023
	Barajul 1
	Problema Excursie
	Rezolvarea problemei Excursie
	Cod-sursă pentru problema Excursie
	Problema F1
	Rezolvarea problemei F1
	Cod-sursă pentru problema F1
	Problema Pcp
	Rezolvarea problemei Pcp
	Cod-sursă pentru problema Pcp

	Barajul 2
	Problema Ashima
	Rezolvarea problemei Ashima
	Cod-sursă pentru problema Ashima
	Problema Bossfight
	Rezolvarea problemei Bossfight
	Cod-sursă pentru problema Bossfight
	Problema Veverițe
	Rezolvarea problemei Veverițe
	Cod-sursă pentru problema Veverițe

	Barajul 3
	Problema Countall
	Rezolvarea problemei Countall
	Cod-sursă pentru problema Countall
	Problema Culegeri
	Rezolvarea problemei Culegeri
	Cod-sursă pentru problema Culegeri
	Problema Teatru
	Rezolvarea problemei Teatru
	Cod-sursă pentru problema Teatru


	IV Cupa SEPI, Câmpulung Muscel, 26-31 iulie 2023
	Cupa SEPI
	Problema All Numbers
	Rezolvarea problemei All Numbers
	Cod-sursă pentru problema All Numbers
	Problema Kpartit
	Rezolvarea problemei Kpartit
	Cod-sursă pentru problema Kpartit
	Problema Semnal
	Rezolvarea problemei Semnal
	Cod-sursă pentru problema Semnal
	Problema Circles
	Rezolvarea problemei Circles
	Cod-sursă pentru problema Circles



