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1. Introducere 

Propuse de Leonardo Pisa în 1202, numerele lui Fibonacci reprezintă un şir de numere construit 

după o anumită relaţie de recurenţă între termeni. Numerele lui Fibonacci sunt introduse prin 

„problema iepurilor de casă”: plecând de la o singură pereche de iepuri (un mascul şi o femelă) şi 

ştiind că fiecare pereche de iepuri produce în fiecare lună o nouă pereche de iepuri, care devine 

"productivă" la vârsta de o lună, calculaţi câte perechi de iepuri vor fi după n luni. Pisa arată că  

într-o situaţie perfectă (fără să moară iepuri), fiecare pereche de iepuri produce o altă pereche în 

fiecare lună. Acest tip de creştere conduce la o serie de numere cunoscute ca numere Fibonacci. 

 

Definiţia 1. Se numesc numere Fibonacci numerele care fac parte din şirul de numere începând 

cu 0, 1, 1, 2, 3, ... unde fiecare număr succesiv este suma numerelor precedente. Mai precis, şirul 

poate fi definit prin relaţia de recurenţă: 

 

 

În continuare vom prezenta unele dintre problemele de calcul ale numerelor Fibonacci. 

 
2. Calculul numerelor Fibonacci 

 

Folosind relaţia de recurenţă dată în Definiţia 1 pentru numerele lui Fibonacci vom implementa 

natural un algoritm recursiv pentru a calcula cel de-al n-lea număr Fibonacci. De exemplu, 

următorul algoritm implementat în C++, returnează cel de-al n-lea număr Fibonacci: 

 
static int Fibonacci (int n)  

{ 

  if(n < 0)  

     throw new ArgumentException("Input parameter invalid");  

  int N;   

  if (n == 0) N = 0;  

     else 

       if (n == 1 || n == 2) N = 1; 

        else 

          N = Fibonacci(n - 1) + Fibonacci(n - 2);   

return N;  

} 
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Pentru a calcula , algoritmul va calcula , construind arborele următor: 
 

 
Timpul de executare creşte exponenţial cu cât încercăm să calculăm un număr Fiboncci mai 

mare. Din acest motiv este bine să ne bazăm pe o formulă exactă de calcul a numerelor Fibonacci 

cum este Formula Binnet sau varianta de calcul iterativă. 
 

Formula Binnet: 
  

 
    

 static double Fibonacci(int n)  

         {  

          double gr = ((double)1 + Sqrt(5)) / 2;  
          double grN = Pow(gr, n);  
          double gr_1 = Pow(((double)1 - gr), n);  
          return (grN-gr_1)/ Sqrt(5);  
         } 

 
Varianta de calcul iterativă: 

 

static int Fibonacci (int n)  
        {  
            int index1 = 1, index2 = 1;  
            if (n == 0) return 0;  

      if (n == 1 || n == 2) return 1;  
            int current;  
            for (int i = 2; i <= n; i++)  
            {   current = index1+index2;  
                index1=index2;  
                index2= current;  

}  
return current;  

         }  

 

3. Condiţia necesară şi suficientă ca un număr să fie Fibonacci 
 

Dacă putem calcula valoarea exactă a unui număr Fibonacci eficient, următoarea întrebare care 

apare în mod natural este dacă se dă un număr natural , cum putem determina eficient dacă  este 

sau nu număr Fibonacci. În mod normal ar trebui să calculăm numerele Fibbonacci până când 

ajungem sau depăşim valoarea lui . Această abordare este ineficientă şi durează din ce în ce mai 

mult pentru o valoare din ce în ce mai mare. În continuare vom prezenta o condiţie de testare 

elegantă cu ajutorul căreia vom stabili dacă un număr este sau nu Fibonacci. 
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Vom arăta că orice întreg pozitiv  este număr Fibonacci dacă şi numai dacă  este 

pătrat perfect. Pentru a demonstra această teoremă mai întâi introducem două leme, care apoi vor fi 

folosite pentru a demonstra teorema finală. Această teoremă a fost dată de Gessel în 1972. 

 
Lema1. Ecuaţia: 

, 

 

 este satisfăcută de perechea ,   

 

DemonstraŞie. Vom demonstra Lema 1 prin inducţie. 

 

 Verificăm afirmaţia pentru cazul  

Pentru avem perechea Fibonacci . Înlocuind în ecuaţie obţinem: 

 

 Verificăm afirmaţia pentru cazul  

Pentru avem perechea Fibonacci . Înlocuind în ecuaţie obţinem: 

 

 Presupunem afirmaţia adevărată pentru perechea  şi demonstrăm că este adevărată 

pentru perechea , ceea ce este echivalent cu: 

 

Presupunem   

 adevărată 

şi vom demonstra:  

    (1) 

 

Pentru că   sunt numere Fibonacci  , Înlocuind în (1) obţinem: 

 

 

      

 

 

 
 

Lema 2. Dacă (x, y) este o pereche de numere pozitive întregi care satisface ecuaţia 
 

 
 

  atunci    ,   pentru un anume n, n≥0. 

 

DemonstraŞie prin inducţie după (x+y). 
 

 În primul rând, dacă  şi  sunt numere pozitive atunci ele pot fi  , sau . 
 

Dacă       atunci            
  

 În al doilea rând dacă  atunci substituind pe  cu  obţinem: 
 

      
 

Observăm că există perechea  pentru care ecuaţia este satisfăcută. 
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 În final presupunem că   şi  .  
 

Avem perechea de numere întregi pozitive  

 

care satisfac ecuaţia , aşa cum se vede mai jos: 

 

 

                           

                           
 

Prin urmare, prin inducţie,   pentru un anume , şi de aici 

 

  şi  ceea ce înseamnă că 

 

 

 
Teorema 1. Un întreg pozitiv este un număr Fibonacci dacă şi numai dacă 

 

 este pătrat perfect. 

Soluţia ecuaţiei pătratice  este            

sau echivalent   

Presupunând că y este pozitiv putem simplifica forma la  

 Presupunând că  este numărul  Fibonacci  pentru un anume n, conform Lemei 1  

trebuie să fie numărul Fibonacci . Pentru ca  să fie număr Fibonacci (şi implicit întreg), 

 trebuie să fie întreg. Astfel că  trebuie să fie pătrat perfect. 

Invers, presupunând că  este pătrat perfect şi ştiind că  este un număr 

pozitiv întreg,           

   trebuie să fie de asemenea un număr pozitiv întreg.  Conform regulilor de 

bază ale adunării şi înmulţirii avem: 

 Dacă   este impar, atunci   este impar. Adunând  sau scăzând 4 obţinem tot un număr 

impar. De aceea  este impar şi pătrat perfect. Dacă extragem radical dintr-un număr 

pătrat perfect şi impar obţinem un număr impar. Deci în final avem: 
 

     
 

Cum  este număr impar adunând încă o valoare impară obţinem un număr par care care 

atunci când se împarte la 2 dă ca rezultat un număr întreg. 
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 Dacă  este par, atunci  este par. Adunând sau scăzând 4 obţinem tot un număr par. De 

aceea  este par şi pătrat perfect. Dacă extragem radical dintr-un număr pătrat perfect 

şi par obţinem un număr par. Deci în final avem: 

 

     

 

Cum x este număr par adunând încă o valoare pară, obţinem un număr par care atunci când 

se împarte la 2 dă ca rezultat un număr întreg. 

 

Ştiind că  este un întreg pozitiv, conform lemei 2, ambele valori   şi  trebuie să fie 

numere Fibonacci. 

 

Iată sursa programului în C++ care verifică dacă un număr este Fibonacci conform teoremei 

demonstrate mai sus: 

 
#include <iostream> 

#include <cmath> 

using namespace std; 

 

bool EsteFib(double x) 

{ 

  double x1=5* pow(x,2.0)+4; 

  double x2=5* pow(x,2)-4; 

  long  radical_x1=(long )sqrt(x1); 

  long radical_x2=(long )sqrt(x2); 

  return (radical_x1*radical_x1==x1)||(radical_x2*radical_x2==x2)? true:false; 

} 

int main() 

{ 

 int n; 

 cout<<"Introduceti numarul:"; 

 cin>>n; 

 EsteFib(n)==1 ? cout<<n<<" este numar Fibonacci": cout<<n<<" nu este numar     

 Fibonacci";  

 return 0;  

} 

 

 

Bibliografie 

 

1. Phillip James,  Department of Computer Science, Swansea University „When is a 

number Fibonacci ?”, 2009:  http://www.cs.swan.ac.uk 

2. http://www.maths.surrey.ac.uk/ 

 

http://www.maths.surrey.ac.uk/

