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1. Introducere

Propuse de Leonardo Pisa in 1202, numerele lui Fibonacci reprezinta un sir de numere construit
dupa o anumita relatic de recurenta intre termeni. Numerele lui Fibonacci sunt introduse prin
,,problema iepurilor de casa”: plecand de la o singura pereche de iepuri (un mascul si o femela) si
stiind ca fiecare pereche de iepuri produce in fiecare luna o noua pereche de iepuri, care devine
"productiva” la varsta de o luna, calculati cate perechi de iepuri vor fi dupa n luni. Pisa arata ca
intr-o situatie perfecta (fara sa moara iepuri), fiecare pereche de iepuri produce o alta pereche in
fiecare luna. Acest tip de crestere conduce la o serie de numere cunoscute ca numere Fibonacci.

Definitia 1. Se numesc numere Fibonacci numerele care fac parte din sirul de numere incepand
cu 0, 1, 1, 2, 3, ... unde fiecare numar succesiv este suma numerelor precedente. Mai precis, sirul
poate fi definit prin relatia de recurenta:

0, daca n=0
=4 1, dacd n=1
E,+F,_, daca n>1

Tn continuare vom prezenta unele dintre problemele de calcul ale numerelor Fibonacci.

2. Calculul numerelor Fibonacci

Folosind relatia de recurenta data in Definitia 1 pentru numerele lui Fibonacci vom implementa
natural un algoritm recursiv pentru a calcula cel de-al n-lea numar Fibonacci. De exemplu,
urmatorul algoritm implementat in C++, returneaza cel de-al n-lea numar Fibonacci:

static int Fibonacci (int n)

{

if(n < 0)
throw new ArgumentException ("Input parameter invalid");
int N;
if (n == 0) N = 0;
else
if (n == || n==2) N=1;
else

N = Fibonacci(n - 1) + Fibonacci(n - 2);
return N;

}
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Pentru a calcula F; g, algoritmul va calcula Fyg + Fog, construind arborele urmator:
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Timpul de executare creste exponential cu cat incercam sa calculam un numar Fiboncci mai
mare. Din acest motiv este bine sa ne bazam pe o formula exacta de calcul a numerelor Fibonacci
cum este Formula Binnet sau varianta de calcul iterativa.

Formula Binnet:

i -(l-p)" "= (=1/p)"  1++/5
Vi VB YT T

~ 1.61803 39887 . ..

F(n)=

static double Fibonacci (int n)
{
double gr = ((double)l + Sqrt(5)) / 2;
double grN = Pow(gr, n);
double gr 1 = Pow(((double)l - gr), n);
return (grN-gr_ 1)/ Sqrt(5);

Varianta de calcul iterativa:

static int Fibonacci (int n)
{

int indexl = 1, index2 = 1;

if (n == 0) return O;

if (n == || n == 2) return 1;

int current;

for (int i = 2; i <= n; i++)

{ current = indexl+index2;
indexl=index2;
index2= current;

}

return current;

3. Conditia necesari si suficientd ca un numir si fie Fibonacci

Daca putem calcula valoarea exactd a unui numar Fibonacci eficient, urmatoarea intrebare care
apare in mod natural este dacd se da un numar natural x, cum putem determina eficient daca x este
sau nu numar Fibonacci. In mod normal ar trebui si calculim numerele Fibbonacci pana cand
ajungem sau depasim valoarea lui x. Aceasta abordare este ineficientd si dureaza din ce in ce mai
mult pentru o valoare din ce in ce mai mare. In continuare vom prezenta o conditie de testare
eleganta cu ajutorul careia vom stabili dacd un numar este sau nu Fibonacci.
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Vom arita ci orice intreg pozitiv x este numir Fibonacci dacd si numai dacd 5x? + 4 este
patrat perfect. Pentru a demonstra aceasta teorema mai intai introducem doua leme, care apoi vor fi
folosite pentru a demonstra teorema finald. Aceasta teorema a fost data de Gessel in 1972.

Lemal. Ecuatia:

y? —xy —x% = 41,

este satisfacuta de perechea (x,y) = (f,,fh41), Vn=0,x,y EN
D e mo n s. Vomalénbnetra Lema 1 prin inductie.

e Verificam afirmatia pentru cazul n = 0
Pentru n = 0 avem perechea Fibonacci (f;, f;) = (0,1). Inlocuind in ecuatie obtinem:
12-0-1-0%2=1
e Verificam afirmatia pentru cazul n = 1
Pentru n = 1 avem perechea Fibonacci (f1, f,) = (1,1). Inlocuind in ecuatie obtinem:
12-1-1-12=—-
e Presupunem afirmatia adevarata pentru perechea (f;, fn+1) si demonstram ca este adevarata
pentru perechea (f,,+1, fn+2), Ce€a ce este echivalent cu:

Presupunem
fivs = fafarr — fii = £1 adevarata

fnz+2 — fr+1fnez — fnz+1 =11 (1)

si vom demonstra:

Pentru ¢d f, i1, farz SUNt NUMere Fibonacci => f,,, = f,41 + f,,, Inlocuind in (1) obtinem:

(fn + fn+1)2 - fn+1(fn + fnz+1) - fnz+1 5
= fnz + 2fafas1 t ];n+1 = fafne1 — 2fn
= fnz +2fnfn+1 — fas1
= _(fn+1 - fnfn+1 - fnz)
= (1) = £1
Lema 2. Daca (x, y) este o pereche de numere pozitive intregi care satisface ecuatia
y2—xy—x?=+41
atunci  (x,y) = (fn, fa1), pentru un anume n, n>0.
D e mo n s prin iadGciie @upa (x+y).
e In primul rand, daca x si y sunt numere pozitive atunci ele pot fi x <y, sau x > .
Daci x>y atunci y2 —xy—x2<y?—y?2—y2=—y2=>y2 —xy—x?<—1,
e 1nal doilea rand dacd x = y atunci substituind pe x cu y obginem:
yP—xy—x?=y?—y?—y? = -y =41

Observam ci exista perechea (x,y) = (f}, f2) pentru care ecuatia este satisfacuta.
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e In final presupunemci 1 <x <ysi y? —xy —x% = +1.

Avem perechea de numere intregi pozitive

_ (a,b) =@y —xx)
care satisfac ecuatia y? — xy — x? = +1, asa cum se vede mai jos:

b?—ab—a*=x*—-(y—x)x — (y — x)?
=x2 —xy+x%—y%+ 2xy — x?
=-0? —xy—x?) =+1
Prin urmare, prin inductie, (a, b) = (f,,, frn+1) PeNtru un anume n, si de aici

X=b=fo siy=a+x=f, + f.1 cecace inseamna ca

(X, y) = (fn+1i fn+2)

Teorema 1. Un intreg pozitiv este un numar Fibonacci daca si numai daca
5x% +4
este patrat perfect.

xt+/x2+4(x%211)

Solutia ecuatiei patratice y? — xy — x% = +1este y = .

sau echivalent y = %(x +/5x2% + 4).

Presupunand ca y este pozitiv putem simplifica forma la y = % (x ++/5x2 1+ 4)

" => " Presupunand ca y este numarul Fibonacci E, pentru un anume n, conform Lemei 1 y
trebuie s fie numarul Fibonacci F,,;. Pentru ca y sa fie numar Fibonacci (si implicit intreg),

\/5x2 + 4 trebuie si fie intreg. Astfel ci 5x? + 4 trebuie s fie patrat perfect.

" <= "Invers, presupunand cd /5x2 + 4 este patrat perfect si stiind ca x este un numar
pozitiv Tntreg,

1 . o o e A -
y=3 (x +/5x2 £ 4) trebuie sa fie de asemenea un numar pozitiv intreg. Conform regulilor de
baza ale adunarii si inmultirii avem:

e Daca x este impar, atunci 5x% este impar. Adunand sau scdzand 4 obtinem tot un numar
impar. De aceea 5x? + 4 este impar si patrat perfect. Dacd extragem radical dintr-un numar
patrat perfect si impar obtinem un numar impar. Deci in final avem:

y = %(x + valoare_imparad)

Cum x este numar impar adunand inca o valoare impara obtinem un numar par care care
atunci cand se imparte la 2 da ca rezultat un numar intreg.
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e Daci x este par, atunci 5x2 este par. Adunind sau scizand 4 obtinem tot un numir par. De
aceea x? + 4 este par si patrat perfect. Dacd extragem radical dintr-un numar patrat perfect
sl par obtinem un numar par. Deci in final avem:

y = %(x + valoare_parad)

Cum x este numar par adunand inca o valoare pard, obtinem un numar par care atunci cand
se Tmparte la 2 da ca rezultat un numar intreg.

Stiind ca y este un intreg pozitiv, conform lemei 2, ambele valori x si y trebuie sa fie
numere Fibonacci.

Iata sursa programului in C++ care verifica daca un numar este Fibonacci conform teoremei
demonstrate mai sus:

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

bool EsteFib (double x)
{
double x1=5* pow(x,2.0)+4;
double x2=5* pow(x,2)-4;
long radical xl=(long )sqrt(xl);
long radical x2=(long )sqrt(x2);
return (radical xl*radical x1==x1) || (radical_x2*radical_ x2==x2)? true:false;
}
int main()
{
int n;
cout<<"Introduceti numarul:";
cin>>n;
EsteFib(n)==1 ? cout<<n<<" este numar Fibonacci": cout<<n<<" nu este numar
Fibonacci";
return O;
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